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1. 分 析 力 学 的 历史 和 现状 

SPET SE GE DAZE Y A EAR IDO E 3E BI E = BU A Rom Age 
RE. 18 AUR, BT g e TA K I, RETK 
BEAN DJ JJ FEP Sl, ixce[pE mp d BH py deu SS RL PH TH 829 
EP yr £v pk n ZE p a ERS AOTT E ME TER th. k Eb 
问题 的 过 程 中 发 民 想 米 的 。 法 国学 者 拉 格 朗 日 (Lagrange) 于 
1788 4pm k Y 6 Mécanique Analytique” (分 析 力 学 )， 
AA 3822 T AD iE. 英国 学 者 哈 密 瑟 (Hamilton) 
T 1834 年 提出 哈密 顿 原理 和 哈密 顿 正则 方程 ， 把 分 析 力 学 
推 铝 前 进 。 分 析 力 学 继承 了 以 前 力学 发 展 的 成 果 ， 给 于 解决 
力学 问题 的 访 一 更 所 和 方法 ， 它 并 应 了 解读 受 欧 束 的 物体 网 
及 更 复 涩 的 物体 系 的 返 动 和 平衡 问题 的 新 途 人 符 ， 从 而 把 型 论 
力学 推 向 新 的 阶段 。1894 年 ， 德 国学 者 未 兹 (Herte) 第 一 次 
HIE S RR S Er ZSGBSUEIPMAESESEBOBIU SS, MA Fa 
T E HER Bi JI RRE. Ap TZI SEROGX — 4 SC ELE 
得 很 多 成 时 ， 但 是 还 存在 着 不 少 问 题 有 待人 们 志 解 闫 。 近 年 
末 ， 出 于 科学 技术 的 沫 速 发 展 ， 建 立 了 许多 新 学 科 ， 如 衬 寥 
力学 ， 自 动 控 剃 , 运 动 和 过 程 的 控制 理论 ,一般 链 式 东 统 ( 人 
DIRE. WRA rn Ena ?理论 等 ， 这 些 新 学 科 都 与 分 林 力 
S ar RH 22, MARE. AMATA HEITER 2 S, cU 
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2. 分 析 力 学 的 内 容 ， 它 与 其 它 学 科 的 联系 

分 村 省 党 的 基本 内 容 是 阐述 力学 的 请 中 原理 ， 由 这 些 原 
理学 出 基本 运动 微分 方程 ， 并 研究 这 些 方 程 本 沫 以 及 它们 的 
gir 4i. 1 

Ta(tlH B JEAERJJ ESPERA ERBZISE. inue. (uum 
的 动力 学 三 大 部 分 。 它 昆 以 午 顿 定律 为 基础 的 。 

分 新 力学 与 圳 论 力学 的 未 同 点 在 于 ， 从 研究 方法 上 看 ， 
理论 力学 主要 是 梁 用 数学 中 的 几何 法 ， 而 分 析 力 学 主要 采用 
的 是 数学 中 的 分 折 法 ; 从 研究 更 点 上 痢 ; 弄 论 力 学 如 重 于 力 ， 
而 分 析 汶 学 侧 乐 于 能 最 。 

由 于 分 析 力 学 以 普遍 的 为 学 变 分 原理 来 建立 系统 的 运动 
方程 ， 它 具有 高 度 的 统一 性 与 普遍 性 ， 特别 有 利于 外 清 受 
的 康 首 自 志 质点 系 问 题 ， 并 便于 扩展 到 其 他 学 科 的 领 ER 中 
去 。 

分 析 力 学 不 仅 可 用 于 研究 质点 、 刚 体 与 质点 系 的 平衡 与 
运动 ， 而 且 可 用 于 研究 连续 介质 《 同体 及 流体 ) 力 学 。 

分 村 力学 还 广泛 用 于 工程 技术 领域 ， 如 宇 宦 力 学 、 自 动 
控 杨 、， 运 动 和 过 程 的 控制 建 论 、 一 般 链 式 系统 晶 论 等 许多 近 
代 学 科 。 

本 书 初稿 在 北京 工业 学 院 多 深 付 印 使 用 ， 并 为 不 少见 弟 
院 校 采 纳 。 在 教学 实践 的 基础 上 ,这 次 又 作 了 修改 ,改写 时 力 
图 呀 强 调 分 析 力 学 的 基本 理论 又 强调 分 析 力学 的 基本 方法 ; 
既 梁 顾 到 全 面 又 照顾 到 重点 ， 既 考 虚 到 经 典 问题 妈 洽 典 到 某 
些 近 代 问 题 。 这 些 ， 也 是 本 书 的 畦 点 。 

本 书 化 盆 妃 章 。 前 三 章 是 基础 部 分 ; 第 一 章 除 介绍 到 约 
R.JUXABR. ELE, WREN., Sigue 
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外 ， 还 讨论 了 了 实 位 秘 人 外 于 进入 称 中 的 充 可 条 件 ， 并 提 册 了 和 作 
AALE. ALR ITH WDITEIDUEEIg 4 HDÉRUITÉ,.-HDA 
t f SLE] M r ag pR PB S P REF. 55 = rz AtihBH tA PE 
动力 学 普遍 方程 * 第 四 章 和 第 正章 介绍 拉 格 朗 HH 力 学。 第 四 
章 是 近 格 朗 日 方程 及 打 灯 分 理论 。 第 二 pri T Pu 6 PH HO 
程 的 各 种 专门 应 用 ， 其 中 对 安 质 量 系统 VUE k P EDEN 
包 侣 和 何 服 约 东 的 系统 各 的 应 用 还 是 比较 新 的 内 容 "SUE 
AT Bp BH A je mx qn] gs i Ta e n] À tE H Bru 
E. BRETELER E., Jë ma y Rig uda] $R— 
FE T: S PE v£ vSAEGREE)UX M ER IH BJ 2 A $8 TRES BA U, 
G am S aa a m YK IE W| 7; £g. YE E 
BR. "Av EUT M ZBZXVERÓTPINZISE 
TES EU, - X " R Ji IA PEI r e BiA Bir T yé BJ T: 
ie. S OU E E JE c AAJA, Ekjrin m Ag mE. Uh 
RA TREM, Ei Y grillii g Jr Ea XJgARZ: E. 

Js R| EE P LD EZ JI Sy ME ux EL z gj 6 EERTE 
研究 生 的 教材 o BETI 40 SEI. +E +] k H 23 DLE 
讲授。 本 书 也 可 作 有 基教 师 大 | 村 名 A 人员 、 工 程 技术 人 员 的 参 
dB. 

fE 3$ 3c 53 tE rH eg 55 dE Sx T ly 3€ Pe RECO JIP AUT mS P3] 25 
113503 Y 8 38 B) HELIE OF PS ELE 7] SERE 特别 是 讲授 过 
xr ISEBgH Hh SW. AiP A RA NLE a j EME RA 
让 宦 教 学 经 验 ， 作 活力 医 广 本 书 中 吉 雇 吸收。 本 书 承 四 安安 
通天 学 理论 力学 教 赋 窒 许 庆 余 副教授 审阅 ， 并 提出 了 和 殷 好 的 
EU, He — sU. 
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第 一 章 分 析 力 学 的 基本 概念 


分 析 力 学 的 全 部 定理 和 方程 都 起 源 于 其 些 基本 概念 ， 邵 
约 这 、 虚 位 移 等 。 


第 一 节 约束、 约束 的 分 类 


1. 4$ #* 

我 们 研究 一 质点 系 相对 于 某 个 得 性 坐标 系 的 运动 。 对 系 
统 的 点 的 位 置 和 速度 ， 常 事先 加 上 一 些 几 何 的 或 者 运动 学 特 
性 的 限 情 ， 这 些 限 制 称 为 约束 。 

例如 ， 火 车 被 限制 在 铁轨 上 运动 ， 火 车 的 轨迹 是 事先 给 
定 的 ， 铁 胃 是 火车 的 约束 。 又 如 ， 和 枪弹 在 出 枪 口 之 前 被 限制 
在 序 膀 内 和 运动， 枪 有 瞳 是 枪弹 的 约束 。 但 是 ， 不 能 认为 枪弹 出 
了 疮 膀 以 后 被 约束 在 抛物 线 上 运动 。 这 是 因为 枪弹 在 膛 外 的 
轨迹 是 通过 动力 学 关系 与 初始 条 件 得 到 的 ,并 非 事先 给 定 的 。 

限制 刚体 内 任意 两 点 间 的 距离 保持 不 变 是 约束 ;限制 质 
点 只 能 在 事先 给 定 的 基 一 曲线 上 运动 是 约束 ， 限制 回 球 在 粗 
槛 水 平面 上 无 滑动 地 滚动 是 约束 ， 等 等 。 

FFARR RAH. M, ETARDA 
HS rime. ARAE EAT, IEA h AHS É 
HARER, JR 465 L 0929 EB MT GR ESI JE e T 
能 的 运动 。 自 由 系统 在 主动 力作 用 下 可 在 空间 所 任意 谨 动 。 

. ] e 


由 级 东 所 加 的 限制 对 于 实际 问题 和 各 称 这 术 僻 域 具 有 专门 的 
用 途 。 例 如 ， 可 控 力 学 系统 本 身 就 是 划 有 项 约 给 定 运动 状态 
的 确定 的 的 东 系统， 而 用 相应 的 控 侧 装置 来 实现 这 种 约束 人 恒 
是 技术 问题 。 f | 

必须 注意 ， 当 系统 运动 时 ， 不 论 作 用 于 其 上 的 力 以 及 还 
动 的 初始 条 件 如 何 ， 约 来 关系 都 必须 得 到 满足 。 

2. 约束 方程 

一 般 的 约束 委 件 都 可 用 约束 方程 或 约束 不 等 式 米 表达 。 
怎样 根据 傈 件 写 田 有 其 体 的 约束 方程 呢 ? 这 就 要 利用 几何 学 和 
运动 学 知识 ， 写 出 具体 的 数学 表达 式 。 

Ui. 两 个 质点 用 长 为 1 的 了 往 杆 相 联结 。 洁 设 两 质点 
TE 5 IR] E [8] E EC A A s 8 FR RJ obs mr 73x an 2 及 (ra , 
yz :Zr )s 则 表达 其 间距 离 汶 常 信 ?的 约束 方程 为 

(x, 212^ 0 (1-1) 

k E JE a BJ by e F á JU Pa i. Fit tE JH GRE I 
anf, 4524 E 3s BLU A de eE E FE C 1-1 0 4^ LT 0 E , 

PR.  PRÀH]BREAHGEREH =F Ar E. 

RAUTA L, RAEAN 

(z, —2, )* (3n —352^ (2: —2,)? F e0 (1-2) 

Hp Fi) 为 时 间 2 Bp S 这 是 加 在 点 的 位 置 上 的 几 
何 限 汕 。(1-2) 不 同 于 (1- 了 0D) 的， 充 让 于 不 同时 刻 ， 两 点 间距 
ARAME. 

$/3. ATATA f€ AAEE T bxizmh. PH his] 
EB ES DUE A TÉ flo 

PAP AE EKIBLCH LA JA, REEE AA PANDA 
Be TRAE UG i qh pgi JR 0.395,25), HPH g [B] gu: Ez Pt 38 

. 2 . 


ZJ S J ¿ RREA l | 
(i =g)? - (y, —945 2! c (2, —2,)*— 1*0 (1-3) 
IG P A ZE F 1e 27 E AA SE RR II E 89 4 FE 2 5079 
ti +y tzi- k =À (1-4) - 
æ? +y? tg? H*—0 (1-5) 
2j ££(1-3), (1-4) & (1-5) 58 Y 
是 加 于 这 系统 的 点 的 位 置 上 的 三 
Fe JLI PE ila 
例 4， 平面 上 两 质点 由 一 长 
FEE ¿ RKE TE E A= šj th FF 


(toyi) 


GM 
d gm cepere € 如 OL... 


-—X 
equ èk g 32255) (l-i), 
Es if 29 38 77 fi eT 3€ 2753 Bi 
(xi — x4)? t (a 035 )? — 12 =0 (1-8) 
好 十 zz Pity (1-7) 


di — Ea Wi t 

3. 约束 的 分 类 

25 pu H 3: KIA YB JE Sp 25 2) pü Sy y PEB, “#U ONES 
EADEM, TU 638835 FIREUNIEHRDER 

JP ap Sa AERAR Ph, n] pe DOPUR LUE RAE E 

4r24 i83 X Hl, AHJ EE, dock SAB E. SEE I 
ned 一 阶 与 高 防 ， 理 想 与 不 理想 等 等 。 

(1) HRS x [BJ ES Hz 

TE £58 7; PE iH AT kë B5 SE Ej gz 2 fJ PJ RARA XX Tal 29 FE 
ORRAK). AWC- (1-2). (1-3). (1-4), 
(1-5), (1-6), (1-7)#8822 XX [B] £4 E, PR TB XC 812 E E Fer L At: 

. T 


w 个 方 面部 受到 限制 的 ; 2E Db, £5 9E at^ --a* — R* 3 
， RAT Aa EA R ARE D. aera TER 
mene Eb. BEI 2E H a A ARo AA g f 5k F PS 23 PE 
Pe ur YJ Ei G Z ZE mp Rm 
Ri. HURSETURUSECENCO US AUR C DeL ERIS 
EJH Je EHE, PAMER m sk erat F ghi b: 或 者 在 
— PL PS FI UI. PUS, 29 a e 22< F 表明 ,点 或 
者 在 半径 为 共 的 球面 上 上， 或 者 向 球 的 由 部 移动 ， 但 不 能 跑 到 
球 的 外 部 。 
Sja” RTEA ILR MR. 
(2) J 82 JESE BE pu tE 
—., ÆFA, Hor HAP Zis Yis 1091, 
' NY) WE IE] # EER Pra u IN A Fa C JEU ZEE )3ÉE 
AeBJEgunsiirzg38., Pii, (1-1).01-2),(1-3),(1-4), 
(1-5), (1-6) E SE XE. Se W Zt Ha US TEUVS—BRpI 
Eak Eis Yis isir a Za ENYN ËN $ )—=0 
(a=1,2, e 13N) | (1-8) 
2| AE R-S r, R ORO Bü # E BS "ks [E] EX 
IEROLE S IUREPURGETEEUAL I # NTE R EREI GERT E b 05840. 
—. 8nXE RD kE S H 5 ER BS AS BJ 3133 > 的 微 分 方程 来 衣 
mE. FH rR I t S s kn H H z t ë POBRES AR 
Wu EZ 9823 38 C Ue A p.553 Rd E EH ). ADU 
(1-7)9&dbgESEEgaR. X Un, RENEE 
Ret y =ù (1-9) 
是 甘于 ,#8 HRSA ke, E ERRIA E rH 8.8 ë 3157 BJ, 
E JESE ERU Ra 
. å >» 


非 党 整 约 东方 程 的 - - 般 形式 为 
PME 
(1,2, ,9« 3v ) (1-10) 

方程 (1-10) 的 不 导 积 性 证 于 ， 它 的 让 边 不 能 成 为 茜 个 仅 
是 坐标 沙 数 的 全 做 分 

当 系 统 有 形 如 (0-10) 的 不 可 式 分 的 笋 分 约束 时， ETW 
Hjt, BATEA NRE i i, TH. ELE DE 二 应 就 不 是 任意 
iT. _ E 5, 36 $ HE APAK. X SE Im PS E BI, 例如 ， A 
[1-9) 是 对 速度 y$.2 m ERIR wy. 2 F] fE SSS A. 

xn At TEZg sRCl-10)m, RC Ta WIS Yip ttn 是 线 
Eep WHAE STE m, Wo dE2848EdE Se EE 23 
束 。 线性 非 完 装 级 束 形 如 


N . " 
E (asiti t ba Hi eaÍ ig  ) + da=0 (1-11) 


£z 
(i aag) 
其 中 系数 aeivaaetyeatiy da 是 PM PEE. Sui-7) 
(1-9) 者 = EXE ERE Lu 2 
IL user ei jak Sa eur ZE aA, ix PRIV 

WR H E FR TR Sy 27 DER. 但 是 这 微分 方程 是 可 积分 的 。 
ik Aix: y G ETRS ARAARA. ERM, ZU EE 

xd +g — = (1-12) 
BEF Ei AE R. JH EC 8 Wa 

2g= xt +y + ë 
Echo WPa EE’ + WO J XX RR TA r i, tek sa E cdd 


k. 
这 条 以 微分 形式 表示 但 可 积分 的 约束 称 为 半 完 整 约 来。 


. 5 a 


KU. EZERA — IA RE T. WMR TEE 
J EZ vB DURS R EE IH) 26 BU E FF RT SA P X E E j E ER p m XE, M 
HOS -BEERCEEADR, MERO- 1-9), 0-122894 8t 
jESE EE EUR. 

BZ, WRR A EA H k E mp EL PS fT Dp BE s 
AE fro EST RIS) SE SET SRER, MiA a r aE kA EE 
ATZI AS REX ELS ari 弃 。 

后 ， 我 们 主要 研究 完整 约 曙 。 

(3) $à E 2 sa Eg ERE £') i 

£ vi nj 2 729 TCR ES [8] BJ £3 38 H 245 CC 80 J EST [8] 8] 2 S 
如 果 时 间 # 不 明显 地 出 现 于 约束 方程 中 ， 则 称 稳 定 约束 。 反 
之 ， 如 果 有 时间 上 主 明 显 地 出 现 于 约束 方程 中 ， 则 称 为 孙 称 定 药 
束 。 

ED, SJR 
Z +Z 十 二 一 (1-13) 


RAEE, Kuas pa YE 3 HHE N elb.e ñq E n ER T F. 
29» 


y P ES 


ROCOGROE MUR. AAR AER PL ES rH Pt Fp u Bi ER 
ii E. EB JEE ER E gA #HB8 HJ 8] z Æ EL 2 BJ Br AH 
FUE E TÉ BS Pa ER UU E. 
约束 
(z—5£)2 +y + z2 = F° (1-15) 


* Sogl) 
* ^ AIBR "EM EDEU i cC EUR a 


* Ü >» 


世 是 不 税 定 约束 。 在 此 情形 ， 球 心 以 等 于 5 单位 的 过 度 消 区 
轴 移 动 ， 页 处 于 球面 上 的 总 随 其 一 起 移动 。 

起 四 此， 对 单个 质点 ， 稳 定 约 东 表示 点 在 不 随时 间 而 变形 
且 不 随时 司 移 动 的 曲面 上 ; 而 不 稳定 约束 表示 所 或 者 保持 在 
和 戎 时 间 变 形 的 曲面 上 或 者 保持 在 随 相 了 癌 移 动 的 曲面 上 。 

具有 稳定 约束 的 系统 与 具有 不 稳定 约束 的 系统 ， 在 运动 
性 质 上 和 研究 方法 上 都 有 着 本 质 的 区 别 。 和 而 且 ， 具 有 不 稳定 
约束 的 系统 要 比 上 共有 稳定 约束 的 系统 研究 起 来 一 般 要 复杂 得 
ET 


第 二 节 广义 坐标 、 广 义 速 度 和 广义 加 建 度 


分 析 力学 的 特色 之 一 ， 就 是 在 归 究 力学 系统 运动 时 采用 

l. XEF 

我 们 把 凡是 能 和 驶 确定 系统 全 置 的 、 适 当选 取 的 独立 变量 
"xp X seda. T AAIE EJL EARE Ze T 
党 坐 乏 可 以 是 点 离 、 和 角 育 ，、 面 积 以 及 其 它 的 量 。 特 别 地 ， 曲 
绕 坐 标 ， 如 平面 上 的 被 泽 标 ， 空 间 中 的 柱 举 标 和 球 华 标 等 ， 
都 可 选 作 广义 坐标 。 

我 们 可 将 系统 的 直角 坐标 用 广 沁 坐标 来 表示 。 当 在 所 研 
窒 的 系统 上 加 上 约束 时， 从 和 直 骨 华 标 过 江 到 广 鞍 坐标 是 性别 
方便 的 ， 而 且 也 是 和 干 分 必要 的 。 人 例如， 图 1-2 所 末 的 质点 系 
统 ， 小 球 m, 用 长 二 的 轻 杆 控 于 固定 点 0, ¿EER m: HR £, 
的 轻 杆 控 于 小 球 m. b. AAIR E i Et m PA A 
ROER SUHR Eo sus SER e PJ Er MEIS s wi 5E 


. t 


755 HJ «x RI E vn (x » dz ) - 这 四 


0 Y dE PASE LAE Tp dep 
即 
m nta) xikyi-li (1-16) 
D T (x, —xi)' FG —31)* — 1i 
| | SA (1-17) 
| BE. REC ix, 
X | Wz ) 由 各 选 一 个 ， 例 如 选 定 ri, 
图 1-2 zs M) -13)、{1-17) 
确定 ， 于 是 便 可 确定 系统 的 位 
&. 


HE., RARAHI IngeIRBUGefuO.. 0, Mp S s 
PF. D 2, 3 2852 8, Hp UI] em, Du pr ELE 8 g; 当 给 定 0, Pf, 
WI[ 22. 相对 ma IJ P Sra RMR E Oo 0, 则 系统 位 置 
EREHE. HEB], FH 3C bg cR ESSE 8 
gj =$, eos 8, 
yi = 5, sin, 
£a =$, 0088, + l, cos 8, 


(1-18) 


ys — 1, sin, + l, sin 6, 
而 约束 方程 (1-16) 及 (1-17) 将 自动 满足 。 可 见 ， 选 取 0, 0, 
73] XE *RIDXEER T, x. 要 方便 得 多 。 

一 般 地 ， 假 羔 力 学 系统 由 必 个 质点 组 成 ， 第 名 个 质点 的 
直角 坐标 为 Yi Mi 2 ((9=1,2,-. N 5, 系统 加 上 1 个 完整 约 
» 

Fa(0.,9,,2,,2) —90 (1-19) 
(a7-1,2,-, bN 1:—1,2,---,N) 


FRITA IG HX n a= 3 — # A ARSO OX SER 2 1 qay tt sinodi 
FJ E ESI JA BS CS 345 n] HIT AX S5 d. (ras tg Jn J& RS |Ë 
£ 表示 为 


Pi r; Gis is Fns É ) 
Yi ™ Hi Gi rs s nsi) (1-20) 
Bi nd) 


(4=1,2,.-. N) 


DE EE E NES 
i=] nt ) (1-21) 
(i—1,2,-,N) 
好 果 约 来 咱 稳 定 的 ， 那 么 可 以 刀 时 选择 广 鞍 人 举世 deg 
ARAF (1-20 rh. Kit, (-21)6 ja E P 8 F SS pš 
Pa 5Ps fn) (1-22) 
TAa, WARE i TE FAE- 上， 还 不 
BEIN ZIR A E JE AS ka E BJ. AAi EE y E GAA ET E 
ERRA HGHEEGXATUM MAIE M-20) iH ET x RA has 
HELE EL Ja ERM a pr E B. A 2: $ñ Z la] R I 8 
SE, MARETIE., CWPUUALISOLHJ. 
于 是 ， Z9 Í pest yE Piya g uw s, A sP Ky 5 s 
标 dida, l dn 作为 时 间 的 国 效 ， 然 后 将 其 伐 六 (1-20) 求 出 
全 部 家 攻 坐 标 作 为 时 间 的 授 数 。 但 是 , 为 求 得 广 沁 坐标 gis 
—1,2,--,n)8t 4520043 ^E. qs. 的 微分 方程 。 在 分析 为 学 中 ， 
TIS IS Saa ARER ARI 
E. = a| pia a g p Et ga 
MGE e u p AU t PL Pi HE PJ A an y BG T ZE , 
. 9 . 


也 可 有 诈 柱 坐标 tr b 2) KEGY 1-30), EBEE 
En. RILE G =r, qid, g === W) É A 2 n s FE 21 45 RIS 
KE m S 
z= r cosh = g, cos g, 
yr sini -- g, sing, (1-23) 
z= E = f 


RA E o U HE ER ERr, P OEA 7 CHE CEST 1-35) 


q,—rT,. di—9, g |= 0? 


y-—rsinÜüsng-—g,ung,sing, (1-24) 


r= sin fc p= g, sing cos gy, 
z= r eos = y, 009 g, | 
i2. 自由 刚体 
为 友 定 目 由 刚体 在 空间 的 位 置 ， 可 选 刚 伍 上 某 一 点 4 的 
EHP xa. Yao fa 以 及 确定 与 刚体 固 联 的 轴 4828 相对 
q isla ae bi g. OXF A PERZI ib, 09, PROX 


+ ]Ü a 


A Pp Ç Ey 1-4 Ja 


图 1-4 


欧 拉 角 这 样 确定 : 由 点 ASA AX, AY. AZ, 
分 别 和 空间 固定 轴 OX, OY ,DZ 相 平 行 月 癌 向 。 平面 Aën 
与 平面 AX. 的 交 线 À N EROS "OE" o W AZ, ufu AL 
Z [BJ B 3 o WR "X278" . 轴 AX. 与 轴 AN aa 
füd YA ESA” , h AN 与 轴 AZ mpsej8 el "BG 
J^. 

= WÍ OXY Z š OX, OY, OZ 分 别 移动 za.Ua.24 
Ra] AX Y 2 的 位 置 。 依 次 绕 轴 42 转 一 和 个 出， Sem A N 
$6—$5 0 ， 绕 轴 AEA, SHE AX Y Z, 使 转 到 
AEn 的 位 置 。 

RE, tas Yas 2a h 9 ,加 和 的 告 就 涛 完了 三 面体 Af» 
和 对 于 三 面体 ON Y Z 的 位 置 ， 妈 给 定 了 刚体 机 对 于 同 定 坐 
标 系 的 位 置 。 

刚体 上 任意 一 点 可 四 其 作 ACE Ihm i E. m. EE 
Bm E, EAE ON Y Z 中 的 华 标 xX，W，2 可 写作 7 SC 3 PF 
tas Was Sau. Ys O, PRAH 

+ İl > 


坐标 系 AX F, Z, 与 Ain 轴 间 夹 角 余弦 列表 训 下 ! . 
X, | Y, Z, 


P Gos h eos g 


sin y eos qp 
一 gin v sing cos 8 


-+ cos di sing cos 0 


一 eos rein p 


— gin sin 
一 sin cos p cos g 


+ cos dr cos qo cos 8 


因此 


X c—r4--£é(cosdjreoso— sinyrasing cos g) 
— cosi sin p + sindrcos p cos 8) + £ sim ip sing 
974 a t EL sin ó cos gp + cos jr sing cos 0) 
+y 一 sin j sin p + cosiicosg cos 8) — Ë eos i ai 8 
z2—24-rtsingsinó-rcosg sinó-Ftcos 
(1-25) 


XEz5j]5& WELT. AROA AG. 
$3. MEALA 


WE 1-5 所 示 。 为 确定 系 
HRE. RTJ Y B8 ES 5E R 
Ei f$ ^B PR AC, 2^). P Eas 
v3， 全 有 三 个 约束 方程 
Ta 十 时 1 一 多 1 
TREE 
(d—25)* 十 站 一 让 

(1-26) 


—. 
] ` Fi 


Fa AQ mm] B TY = 2 fl Tis Pg Pa PIJO ALH p, HE Bl 41" 
A HR 
G COS Q, +G, COS qp, G, 008 m, = d | (1-27) 
a Sin qu + oc, sin p, — z, sin gy, = Ü 
ER. KMH p AWM Paps PEP HL C0 -2T) 
quie. (Oje BUA RARR 2 = p) Hin), 5S 
apb w =, p R E E 2 ED o 
JE BOB] 4 35 3 gi B np ER EDU DE EL. 17) 25 f 
m, E Bj — S: 5 PPr Ppa US EAE -I)e 
36111: Qp QJ " AES o 
1. POUR 
FOX] é KPR du (Ge cc. 98 ED) CR 
Pr. s Ze Di sa EDER R SEU. 用 广义 速度 我 于 为 


Trl 


O. =; = 


i 
do 
LT 
h 
M 
+ 
m» 
n, 


(1-28) 


BUS X ECTS PE Sp. SS 


i $ Dg. Os (1-29) 


TEXOGE FUIS F, T. NODO-22)0, 因此， 速度 发 量 v. 是 
I CR ER £ FEST DOE 


= 
eT ; 
C; = h k 


> óZ. T (1-30) 


sk TS ELS S PPA JE XX 


2 = € fug 
1 SS qs Qs 
n= SA (Ug 1-31 
di s = í C] s ds ( ) 
L uz FEF ` 
2 7 = Og; Fs 


f ERP l BE Ja paha a B i 5 w FE 
d, š 表示 为 
=T cop r sind 
y = T sind + rý cosy (1-32) 
内 一 二 
3. 广义 加 速度 
广 芯 坐标 对 时 间 的 两 深 导 数 匡 ，。 duis v Gua 称 为 广义 
加 速度。 系统 中 点 的 加 速度 舌 量 x. 可 出 (1-21) XTBy[8] ë bf 
Pi A F RCL- 28 XN B IB] $ 水 一 次 导数 用 得 


a =v = >: Tii + > > oT s Gk 
=r 2n s+ 2, 2 pogi t 


eT; , er. B 
$22 anubta 0039 
或 写成 直角 坐标 形式 


ka er; I. n m Qy; a a 
= 之 EPA — s F 之 > 8g, ôg, Iris 


1 E e 
T2 之 Bq sot st ii 
— 1 OH = _ r x OC, 
yi > 2gs q | + es r=! Qq, 2g E 
uw; . Ohy (1-34) 
+2 > -a 
里 = 工 Ofat Q 


e lå . 


"n 924 " Ti ex. & . 
本 { T q t 


" PU . 2z; 
+? "S og ðt qst arx 


如 果 约 束 是 稳定 的 ， 则 在 C1-33)、C1-34) 中 对 è By 
数 项 消失 。 
Ba EETA 1 中 直 前 坐标 的 加 速 育 分 量 用 广义 加 速 
BEP, V RTH 
=F cos h — ri sin h — 274 Sind — rj? cos dr 
EE (1-35) 
z == 
4. 约束 方程 的 广 兴 坐标 、 广 尽 建 度 的 表达 式 
SIRE Y bin, PU XERRA d (1-8), 非 完 
# eg (0 1-10)22 £ztidESCWE ZUR (1-11), 
in HY Uis o co» Qa Ju 3 SRM S A ER. WH] E E e*J 
(1-8) dB HARRE. SH DE s: S MS 48 m eE SE Sd qna. c5 
Qnam: MERKRA 
| Fy ss ` ' sn nis" it arm a ) =Ù (1-36) 
(y—1,2,-,m) 
iESE E EUR (1-100 p 7A 
Qa(disdass Qno Fis Gast Qn š )=0 (1-37) 
(E=1,2, g) 
EE pa ACL-19)H RABAT. HEHAD T SC pg EE 
SK AK IH TS BJ Z A. 
2k BE 3E SC SEE 25 Hs (1-11) Be Dy 


> Asag. + A s=0  (8—1,2,-—,9) (1-38) 


我 们 将 (29) 代 入 (1-11) 可 得 (1-38) 中 的 系数 表达 式 


d or e Oz; 
= 1 í CYL 
Aas pa (as, 8g. + Š ñ; Bos +s, 8g, a 


re d? e 
Ag da X (aa, A; + bp, TA Ca, a) (1-33) 


(SOm1,2, ,0 $—1,2,:,n) 
广 意 到 如 果 满 足 条 件 
GAgs _ Odgr ddss | OÀgs 


(8=1,2 stag 8,Ë==1,2,:-: 0) 
那么 ， 约 束 (1-38) 是 可 积分 的 。 实 际 .上 ， 如果 取 


Ass == 25, Ag — Sia 


其 中 f8 是 所 有 Qs M i Bg, up (3-40) FFA 98 E. 此 时 
(1-38) Æ Jj df a0, Biria 
Faligar dn )= s 
其 中 cp AROA’ IND. £U3Cl1-38) Aam A BJ. 
HER, PERL- E GHAS S FE, mA Eb e 
条 件 。 


第 三 节 产 位 务 、 自 由 度 


1. RABIDE 
TEATA ERr ZZ HHE AF35 MHE So 
2i ANK R S sh it, ES — HT A i q — 38 BJ Ar Ens 
enims pE MA fz REER fFe GLÓEBREGD P, 
MARE AAM, RAE R, ME S EE i tp E A 
- 16 >» 


HACES. muris, PEIR EBZ -Htio HLA 
MAEL SET HE EXI— ARCEM "Ems. G5 EG 
A B RV BENED, E rg u q k — 388 UE E. UE 
Vf] S BS JEBR m RU r au a p i h 2, PG. jun: 正己 
WE. 2R $t yE ERA K Jo PR y ph 2 HEUS. 

SPME, WEGA MLA: 

(1) Het B ER ERARE R B b, AIIEFUTR 
EPUI, Piani sa A h mE SA, m a A E E E 
xA e 3) DUE G ZE E [R] M Tu P BS Be FERT LITER TEE BRUT EGE r, 
iB SE hr 22 ERA EE ñu BH1iBInS I SE TEL B. (uim, Sag 
HE z2 ty 2282552, 对 瞬时 二 1 秒 的 虚 位 称 应 在 半 答 为 
5 WRDD b mii t= #bB DJ EE z£ ES E Ete 2 10 
WJ ERIRIPS JS Tü E. PSI A HE bz 92 A, BFD £ ÉD BU, 
AB. AWE “E— E r F” BU X 

(2) ERB as Ep BBT BJ z r, EAMA £u E Br jn 
许 ; 

(3) EM RETR RARE, CSABA A 
移 是 描 质 s A t 3E imza iH YE E BJ Zl Jj tE F Z P) —  sE T 
HAA. (ngu E. rH JU Ta] 2 zk 3 SD 2 = F II) Rz z BJ jz 
iE. ZBRKA- -i FE DbL32 B| 8 2233 Z T". 

TESE HE e et E F. f B E e a T du56x 
TRER AMATE u H BD. AAEE Fa 
定 约 束 下 ， 约束 不 随时 间 变 化 ， 5E br Te zB, d^ 20 XE BH TRE I b] OP 
ir. 但 是 在 完整 和 稳定 约束 下 铺 间 就 不 同 了 。 D IM PH 
1-6 的 质点 沿 运 动 的 斜面 下 请 ， 经 历 无 限 小 时 间 间 阳 . S z 
移 是 型 , 衣 ,， 而 一 位 移 只 能 在 MQP. 平面 上 。 这 可 日 运 动 合 

. 17 . 


成 的 观点 类 解 吁 。 质 点 的 真实 位 
移 dr 二 M,M,, ies RS 
产生 的 牵连 位 称 dr, MM LR 
相对 于 约束 mi Sy de prog 5f 一 
M.M 而 合成 ， 即 
dr = ór + dr, 

对 于 地 稳定 约束 dp, = Ü , 5 SE hr 
B dr 不 与 任何 一 个 虚 位 移 ór 相 重 人 台 

(4) EaR, Eue RD. AE, Æ brm 
HET, BEATS 6] iee E a EE 03 Py Po 

RI SL B H Pi 由 虚 位 移 记 作 62 或 和 ri Ow 
Zis 而 实 位 移 记 作 dr R dx; dan, dei 

2. RME LERH 

(1) 37$ yR ITE Bé DLE E BI 28 EE 

RJT # BEEN RR PA SH p, 3F22 JE SH 

FP'atmae i Zi 8 )=0 (1-41) 
(2—1,2,-—.,N  a—1,2,.-,HE) 
H iTA, ERE E’, BARRA C yot AE 
Me hr K Dr, 0, 92; MEJIA AC ri t Âi ti HÔN, 2; -Fà2;), 
REEERE, A ARJ A er E SU E mE, BH 
F alzi tzi, Yis FÖY 2; 4-02;,2) —0 (1-42) 
(2—1,2,.-,N  a—1,2,-.,1) 
T5 26 (1-42) HS JE 7g 38 8n Taylor) iR ft 
F ati Ux, Yi T O03i, 2;dÓm.. É) 


N N 
= Fai, 22, t) + 之 (8s: ty Tx O24 
i 


图 1-8 
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+ wr s == 0 
RIE Ty ÉS 02; ,0y,, Oz; E — Jt Ht, AE RT Rr p D, 
并 条 十 (1-41)。 得 
2 


CAM UO Bp ” 0:4 € 


(a=1,2,-- 1} (1-43) 
xX dE et (1-41) Im Sz 6r 4k Sy; 9 92, EB i 4 RIS 
由 于 348 个 虚 位 黎 Sri, Oyu, 621 用 二 个 关系 (1-43) 相 
ER, AUE Sx; Oy; Oc; 相信 是 名 证 的 。 AB ut o E. LH Ë 
3N 一 个 是 独立 的 ， MERE ¿ 45 BB (1-43)F4 yhBszZ Eu EE bz £ 
Ad. 
注意 到 ， 方 程 (i~43) 的 数 自 是 LIN, EHAE Ozi,9ya 
Öz ERESI Mati ox — XC BH ue or ERE Jo 2 Ts 
我 们 青 求 实 位 移 应 满足 的 关系 。 设 坐 怀 有 丧 量 ti 
dz, BII A HE dé, 284 3 iu p| 1-43 RARES” 6 


N ; ni P 5 
x (2 adz Hi dy tera de) L8 dto 
Li + t 六 于 
(a=1,2, , 1) (1-44) 


HARRER, $52 7—0, JR L-4) JO 


s, Fa aF Aa , ` - 
(27 de, M 十 和 0 1-4 
> ex dr, EI dy, E sd ) (1-45) 
(a—1,2,---,1) 


FEL£ECI-43) 561-45), XIRA, ARRERA 
J = he br i£ A — T 
对 于 学 整 约 束 系 统 ， 可 以 选 m%% 一 3 一 PU X 56 Qis 
Qi. cau EJIE a aA Eo CTIA Ar Og i, Ógua co. Ofn 
. 19 5 


作为 处 芯 的 灾 分 。 这 时 ， 册 (1-20)， 虚 位 移 可 用 广义 坐标 的 
变 分 表 出 
Əz, 


m > 23. 
$a ds (1-46) 
z PM 
62 一 2 àg, d 
国 此 ， 对 于 完整 为 学 系统 ， 独 羡 坐 标的 数目 等 于 举 标 的 独立 


EE Ar A El a 
(2) 2R TEJ: SE mk Ag E JH i Bë hr 28 DEAE 
ELE H TRAA š JE 3001-4141 yb 3 23 Hš ZF, 
还 受 有 #5 个 形 如 {1-11) 的 非 完 整 约束 ， 即 
x 《ce Sir beili tea Ri) da —O (1-47) 
(S1,2,:-.,9) 
BROID-ATOS XR. dH 
$ (ao, deit ba cji caide) + dad =0 (1-48) 


(821,2,---.9) 

EE] JJ Mg br TS dE 7g SÉ SR ESTEE 22 IN ZUTHPEBSYT RS, BJ 
HERE, BEE- ritip SE RE d, JRECOI—O, dU 
得 

> (G5 Ori tös Qh ca 07,) —0O (1-498) 
(871,2,---,9) 

ix LJ pi pE E SZ Be eg 8 E E br te LAE zF. [DS2(1-48) 5 

(1-490, TIZI, o da =0 BAJE, WEE AD TEA IE EU S 


e 20 s 


3r. Zira TE EE pA Bb, 对 线性 非 完 
整 约束 来 说 ， 安 位 移 是 否 处 于 浇 位 移 之 中 ， 并 不 在 于 约束 是 
机 稳定 ， 而 在 于 约束 方程 相对 工 速度 项 是 否 齐 次 。 关 于 这 一 
KA. HMHH. 也 ,Byxronpu) 书 中 的 六 述 是 错误 的 *。 
现 将 (1-46) 代 入 《1-49)， 便 得 


S Agsdgs=0 (1-50) 
8-1 


其 中 Ass rh C1-39) Wü E, 

因此 ,对 于 具有 L ATER, g 个 非 完 整 约 来 的 系统 ， 
jh z apr Bu $ H be m= N — i, 但 因 有 条件 (1-503。 坐标 
BS X sz 3E Ay B5 3 El p A n — 9, 

3. 自由 度 

有 了 硬 位 移 的 概念 就 能 建立 对 于 研究 运动 十 分 有 用 的 系 
统 上 和 目 出 训 歼 日 的 攻 念 。 它 在 其 种 程 氏 上 表征 所 如约 东 对 系统 
运动 的 限制 。 广 关 举 标 的 弄 位 移 也 电 尝 标的 变 分 。 我 们 把 
系统 广义 坐标 的 独立 变 分 数目 出 系统 月 由 度数 目 。 

如 前 记述 ， 对 完整 系统 ， 独 立 坐 标的 数 日 与 坐标 的 独立 
变 分 数 和 月 相同 ， 因 此 乞 束 条 统 上 的 目 由 度数 目 等 于 独立 坐标 的 
数目 。 但 对 非 衬 麦 系统 ， 狸 立 变 分 的 数目 不 等 于 独立 坐标 的 
XH, 而 过 PTAR PRAI E E a A TESE BE So R J PEIA H o 
Bj e E 52 38 #& ERI E ER Ez CE] AE + yl: XZ ABD El pk XE dE5G SÉ 
MOSTRE , 

fi. —J i ky H fG.y,2)—-0350j, 

NM Fery g 二 4 是 一 个 完 枚 区 永 ， 唐 位 移 sr, Syy 
Šz Ry E X 

+ 参考 文献 [10] 

a 21 » 


Ofs LO s fs 
Br + ay 5,0» —0 


质点 的 独立 坐标 数目 是 2 ， 独 立 变 分 数目 也 是 二 。 

例 2， 平面 上 两 质点 由 一 长 度 为 了 二 的 刚性 杆 联结 ， 运 动 
由 杆 的 中 点 速度 只 可 以 向 着 杆 砚 才 图 1-1 5, 

NE: RREA AEG y AF3 z 835788 为 三 
DX AB Pn, MA MUARI n w. ORAI 


Zi 一 2 十 本 cosb， dh —y4 L sine 
—.— 3 eos yt sing 
m, = T "o , z xy 


于 是 完 闽 约束 {1-6) 自 动 满足 ， 而 非 完 整 约 东 (1-72) 成 为 
y= tg 
PI, JE DITE SS e S Zç 
49 —óÓxtgü 
系统 的 独立 坐标 数目 是 4， 独 立 变 分 数目 有 是 2， 系统 的 
EHH EZ, 
例 3. ”一 质 吉 在 平面 上 运动 ， 所 受 约束 为 yib, Wut 
上 明 ， 实 位 移 处 于 看 位 移 之 中 ， 并 求 此 系统 的 目 由 度数 是 。 
解 ， 四 约束 方程 知 实 位 移 满 足 方程 dy= idz, THE hr EE 
满足 关系 6y 二 16x。 因 紫 ， 虽 然 约束 是 不 稳定 的 ， 往 实 位 移 
仍 处 于 无 数 个 齐全 移 之 中 。 
系统 的 独立 侣 标 数目 是 42 ， 独 立 变 分 数目 是 1， 系 统 的 
EP HE EAE D, 
£$j4. 一 只 机 械 手 ABCDEF 由 四 个 刚体 组 成 ( 图 
1-7), A TERIER, D.C, Di mti .oxKix 8t 


. 22 . 


的 自由 度数 月。 

ME. 这 是 一 个 完整 系统 ， 它 
BJ E H RESET yd: or S8 f ES 
目 。 每 二 个 刚体 有 8 E BUE. 
FARER S£ H E [H FE CR UR 
少 SM, BRE Tu E SE BE E E 
度数 目 减 少 3 个 ， 所 以 束 个 系统 
的 自由 度数 目 是 

(8x4)—3—(5x3)—6 
EU FEAE y 6 4-7 SC Ab BR SR 
Ee. PX, Š P A np AFE 
gG X; BBA AB CAEOSHXP IBbxEGEQIIEÉ 9 EEBRÉS. BC (a 
HHXH AB Aep CE HHAH BO 的 一 个 转角 ， 
还 有 D(C 指 } 相 对 CE 的 一 个 转角 。 


第 四 节 HRAN, RRHH 


l. 约束 反 力 、 理 想 约 来 

假如 没有 约束 ， 则 系统 从 标的 值 由 时 间 、 主 动力 和 运动 
初始 条 件 确定 。 当 存在 约束 时 ， 系 统 坐 标的 逢 不 仅 与 时 间 、 
证 动力 和 运动 初始 条 件 有 关 ， 而 且 还 与 约束 有 关 。 贡 就 是 说 
系统 坐标 的 值 须要 符合 约束 条 件 ， 其 运动 按照 约束 方程 的 规 
定 而 运动 ， 就 不 能 象 原来 末 受 约束 时 那样 地 运动 。 引 起 运动 
情况 改变 的 ， 是 约束 对 系统 的 作用 ， 我 们 把 这 种 作 F| #k 29 
EUR ht 7T SR fl RES RII o 

# ipse BUS Br SE PJ XLI HE RESE onn n mh. 

. 23» 


如 果 系 统 中 各 点 的 约束 为 的 虚 功 之 和 等 于 零 ， 则 这 种 约束 称 
Irun 


VA F 表示 第 名 个 质点 所 受 约束 力 之 合力 ，0F; 是 
它 的 虚 位 称 ， 则 理想 约束 条 件 表 为 


ÈR itri = 0 (1-51) 


对 村 BUTLER i, j, k Buzz BLUE BELTS AB TUR, 
"XE EJ IR 7] 5s He h£ Te SR 2 
F — PB zÉ t tiyf + Rizk 
Óór;-—ÓOxi--Oyj-rosk 
WERT CE-BIYnD 32277 


> CR Oz b Ey Oy Ë + Fa 02 Í)==0 (1-52) 
š = 
XpO»l-215Bós8 Ha F y, MA 
m er. 
Nl 1-53 
ôT, = qs OQs ( ) 


将 (1-53) 代 入 (1-512， A 


x Ha R En N P, = 
`" 2 1 
S ( > R; ast jog, =0 


"EZ! t= 1 


或 写成 S! Q189,=0 (1-54) 
其 中 Q: 一 x RS (1-55) 


称 为 广义 约束 友 力 。、 
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于 是 我 们 有 (!I-51》 (1-52) E (1-54) A JU EZ IIR 
约束 条 件 。 

2. 理想 约束 的 例子 

《 sJ ru T K da * 理 论 力学 > 下 册 ( 第 四 版 ) p240— 
p242 ), 

3. 理想 约束 假定 的 重要 性 和 可 能 性 

击 夺 前 伯 ， 拉 梅 朗 日 创立 的 非 自 于 质点 系 动力 学 是 基于 
理想 约束 假定 的 。 根 据 这 个 假定 所 建立 的 虚 位 移 原 吾 ( 第 二 
章 ] 以 及 动力 学 普 这 方程 《 第 三 章 》， 消 除了 约 东 反 力 ， 从 
而 使 问题 变 得 简单 了 了。 由 有 此 可 兄 理想 约束 假定 的 重要 性 。 局 
PER RRE GEERTEN. Ni, EARR 
fn AGED BORGH AORE A REENE, Air = 
淋 的 各 构 可 看 作 刚 体系 统 ， 其 中 刚体 两 两 之 问 或 刚性 联结 或 
以 较 链 联结 或 以 其 襄 面 机 和 接 解 。 如 果 认 为 所 有 阳性 联结 是 绝 
对 刚性 的 ， 匀 链 是 理想 的 ， 而 所 有 和 鬼 触 而 是 理想 光滑 的 或 完 
EHEN, MEE 2 PUSH A ER AER RLA ES 
统 。 其 次 ， 如 果 约 束 不 是 理想 的 ， 便 如 糜 擦 力作 菩 功 ;， 则 可 
将 摩擦 力作 为 主动 力 米 考虑 。 和 由 于 未 知 量 摩 氛 力 的 出 现 而 三 
少 的 方程 可 用 摩擦 定律 米 补充 。 

今后 我 们 将 假定 加 在 力学 系统 上 的 大 有 约束 都 是 理想 
的 。 


*—3 J 题 


I-1 BUDE ， -一 涌 留 定 B aajt — h 
ER. DERETA zu eë y AE BAE TA AHA B. 
* 29 s. 


E 1-1 Wm xx l-a 图 
1-9 一 半径 为 " Bo Bl zc ZE 1 SOY VV tX Sh eb iR 2, 
这 约束 是 完整 的 还 是 非 完整 的 ? 试 写 出 约束 方程 。 
1-3 ERN mi, m 的 商 物 体 用 区 为 了 的 不 可 什 长 的 
轻 强 联结 ， 强 子路 过 六 径 汐 7 的 定 滑 轮 。 假 设 缉 子 与 滑轮 之 
R Wt ot 为 坐标 。 试 写 出 系统 在 借 重 面 内 运动 
时 的 约束 方程 。 


M 1-3 E E 1-4 区 


1-4 ÁH 8 fB BE FE zo FE tU E 轴 转动 、 杆 与 铅 熏 线 
实 节 上 生 为 和 常 值 。 杆 上 有 一 小 环 ， 小 环 可 洛 轩 请 动 。 取 小 环视 
HETE p: Pb Sk X QA OIRE T 为 尝 标 。 试 将 环 的 直 贰 坐标 用 
r 及 wf 表示 之 。 二 出 直 前 刺 标 表 冰 的 约束 方程 。 
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1-5 BHjpk2 n 2 p, 0 C EJ 1-35 > KRFA 2 EH 
质点 的 速度 Z, Y, Z IER Ë, Ys 2. 

1-6 一 系统 出 二 
T zH hk, H£ +E a 
BREA K PL. NS h 
BUZ FFE RIE S o LnEHI 
Ü, fo 0, J EE S f 
m.s Er, Yag TR 
Fao 

1-7 试 说 明 题 | 
1-3 K 1-4 RH m p eh C Baba, AAZ bA? 

1-8 一 刚体 育 一 个 加 定 上 有 有 两 个 周 定 点 CT 
EAC CPER OON, AAIE HR? 

1-9 空间 两 贱 体 癌 有 一 点 色 针 ;这 系统 有 几 个 自 咎 度 * 

1-10 一 入 体 模 型 由 开 个 出 
WER: k, $s AECE F 
WR. K. DIE). RERE 
BrE AAi, HA AFE 3B 
Eo WI HEE STEI A Ps RL. 
设 各 部 位 长 4s， 邻 用 水 平 固定 方 
[] A. Bre dE e. 与 党 个 刚体 法 
线 方向 ev 的 夹攻 p (4 —1,2, 
ee, TO) 确定 系统 的 位 置 。 试 写 出 
执 市 方程 并 说 明 系 六 有 几 作 日 由 度 《 这 是 一 个 典型 的 一 般 链 
A s BUT P. 

l-11 GAP EITE 


` 27 * 


yÈ Fa -Hirt papa = 0 

是 完整 的 ， 还 是 非 党 将 的 ? 

1-12 j&HjC1-40) A FJ ii £038 

(Bety +5)Z-F (22 etay + (22 -- z+) =90 
28 > 5 EE BJ. 

1-13 验证 约束 

£(x* af 21) L 2(2$ aj - 28) —0 

不 满足 (1-49)， 但 它 是 可 积 的 。 

1-14 平面 上 有 两 质点 mo 和 mx; ， 系统 运动 时 m, 对 ma 


Xt 1138 i m ARRA E mu. 试 写 出 的 下 方程 。 
Y 
m, CTO 
MUS 


`, 
` 


^ 


| "won (ry) 


x 


题 1-14 FSI 


1-15 HH R T m XXTE— So BUPENRIBIM, F sI hu pz Wa 
= A lal a, ËH I Et EE, 


. C8 + 


第 二 剖 ” 虚 位移 原理 与 分 析 静 力学 


虚 位 称 原理 是 分 析 力 学 的 基本 原理 之 一 ， 它 与 达 朗 但 原 
理 联 台 柯 得 到 动力 学 普 记 方程 。 励 忆 移 厚 至 是 青 力 党 的 最 普 
尼 的 党 理 ， 它 广泛 应 用 十 解 静 力 党 问题 。 固 此， 碰 位 移 原 理 
县 有 理论 价值 与 洲际 意义 。 


第 一 节 EREE 


l. 不 位移 原理 及 其 证 明 
碟 位 移 诛 理 , 亦 称 虚 功 原理 ,表述 如 下 : 在 双 面 ， 理 想 、 
s ppp PP 
Te 
原理 中 的 “ 乎 衡 ” 是 指 ， 如 果 系 统 原 来 是 静 下 的 相对 
于 惯性 参考 系 》， 在 主动 力 系 作用 下 仍然 保持 静止。 
3 tL 13E IED E pr TE I EE, 
(US XE ME Kir BH J 
这 就 是 要 证 明 ， 在 双 耐 、 埋 想 、 完 整 、 稳 定 约束 下 ， 如 
果 力 学 系统 处 于 平衡 ， 则 件 用 在 系统 上 的 主动 力 在 乍 何 虚 位 
BRP ECMWF. Aie, TITE H AN A E A R A 
J X E Bi rh EIER a 副 ;， 此 点 所 受 主 动力 的 合力 为 Fo M 
AREJEA A Eu. ARAGI EA, DU 
. 29 . 


F;4-R—Ó 
今 给 点 M. VIDE u SE SFri， 则 作用 于 M. 上 的 所 有 力 的 虚 功 
QA; —=( F + R.) 6 06p = 0 
H TRAE d. AAJ 
(0 84- 2) (Fit R:)-ðr=0 
ATRE: HEN, Dp | 
> R;-ór,—0 (2-1) 
于 是 有 
S Fér-0 


£ = 1 
IA EB i9) 45 Sz PE £3 DE, 

[充分 性 的 证 明 ] 

班 在 我 们 来 证 明 ， 如 果 主 动力 的 虎 功 之 和 为 零 ， 则 对 于 
WE., H, ZE, HERJER RMK GRATER. 
设 主动 力 的 虚 功 之 和 为 零 ， 则 有 

> oT —= 0 (2-2) 


ARRIE CRIEI AREA n. RE 

质点 系 址 平衡， 而 有 

F;+R;+0 (i=1,2,-. N) 
Kice8ShibayER X, ##@BJ]LDJES dé 之 站， 人 十 取 :一 质点 Mais 
将 在 F T R; HA AEE dri CREE 

(FT R i)+dr 20 

或 N 

Fit Rodr >0 


s 3Ü » 


iig dE rig RdESESE. RUER SGROGOPLEEGAROT NEQUE Z0, 
AAE- ôro WX dr; Dd 
S F; rit * Rrr; 0 
ici i71 
XAH GM. MEAK 5X 
* fF. Sr; = 0 
i-1 
于 是 有 
> F | Qp > 0 
此 式 与 假设 tz2-2) 相 于 捕 。 原 理 的 证 分 性 得 证 。 
RIERA, TE Lxb SEPEDRRHHIB HOP mOXgm. rsTU y 
东 条 侍 ， 而 在 齐 分 性 证 了 中 又 用 到 S y a T BE Py H)” 
这 一 条 件 。 因 此 ， 虚 位 乏 压 理 还 可 以 有 更 一 般 的 用 述 ;， TRGX 
面 、 埋 想 约 束 下 ， 旭 洒 全 位 移民 十 庶 位 称 之 列 ， 风 力学 系统 
平衡 的 充 覃 案件 是 主动 力 在 任何 虚 位 移 中 所 作 的 虚 功 之 和 竹 
TX. 
2. 虚 位 移 原理 的 各 种 形式 
(1) mn br 3 IL ER BJ AC = J zÑ 
Hé z £ JBL PE i) Ac ER JE 3X 29 
$ Fer, =0 (2-3) 
š = 1 
(2) E pL M A e EE 3 $F 3 Ñ 
pina E EL fi sk OXYZ, 其 轴 向 单位 矢量 
Hi, J, Kk, 将 主动 力 F Rki ör RA EERE 
Ths BẸ 
F-—Fiidc Fuyj + Fu 
s öl < 


ôf; = pri + Syf + 5 z k 
于 是 (2-3) 成 为 
S CGRaBmcFaMaetFabs)-0 (2-4) 


(3) 席位 移 原 理 的 广 尺 坐标 形式 

(ER BASF N h UBI, SEA POE, TA, ME 
Ry. ERRAR, RnDHEOn-3N- 一 个 独立 的 广 六 坐标 qi 
Tis sn 3 Z 35 Zü; dis “is Bp 

Li = Li i sgns yin) 

gi 340415025710) ($—1,2,--,.N) (2-5) 

Zi = 74 ( 01. Q2 Qn) 
EAEE Da. Og. Oz. PLEI XARES Âg Sgar yin 
kie. SER E, H-5 UN 38 Be Aa, BH£* 


Si = * a Gds (ç=1,2,-. , N D (2-6) 
8 


TRO-9)f8 A Ig Gre EG I9 SERA ROO K C240, qui 
¥ id 7 ^s O3; 
>: ( Pis 2 Dus Ögat Faiy 2 LHi ao 
din fs £21 


TS ds 


. Sa、 dzi )= 
4Ó eg. Gqs Ü 


交换 求 和 尊 序 ， 得 
1 Ny ^ Qs " ey | er u 
> { > uu (TU Bas d iH óg; 十 raps ds )9g.— 


t = I 5 


7 Jà * 


Q.= > ( Fiag t Put PEERS) 
(2-8) 
WI (2-7)3& 3g 
È Q.8q =0 (2-9) 


XX gk RE er EE KLEE RS X a bn Ç BR Q, 称 为 与 9s 相应 的 
JX, P 5,33 JE 34 RT 8842573 J Mi 38 E Óq s 为 位 移 ， 
WI Q. JJ, AR óqs Jg BE, Mü) Qa 25 21 3B. 

Her E ISL PE e$ 7] BU xm EGER. E EX oy JUST UJ SE BJ 3Ë 
RII; 

3. 讶 性 移 原 理 的 意义 

(1) 虚 位 移 原理 是 静 力 学 的 最 证 衣 的 原理 ， 由 它 可 以 准 
导出 全 部 静 力 学 。 虚 位 移 原 理 的 形式 人 2-3)] 、(2-4) (2-9) 
构成 分 析 静 力学 的 全 放 肉 容 。 

(2) 虚 位 移 原理 是 从 基 的 砚 点 来 研究 力学 系统 的 平衡 
的 ， 而 几何 静 力 学 5 理论 力学 中 鸡 静 力学 O 是 从 力 的 观点 来 
研究 平衡 的 。 才 位 移 原 理 在 处 理 系 统 平衡 时 未 是 扳 立地 竺 下 
地 和 研究 平衡 这 一 特定 状态 ,机 是 改变 这 一 状态 (给 出 虚 位 移 )， 
丰 灾 于 比较 中 认识 平衡 的 规律 。 这 一 观点 在 认识 事物 本 质 时 
是 十 分 重要 的 。 

(3) 当 系 统 有 有 较 多 约束 时 ， 利 用 分 析 静 力学 的 方法 解 静 
VIE E] EB EE LE fU Ta RE 7152 3 DE 

(4) REPES EJE 5 iA PBH AE IELEE HX Gr TIT J pir 2) 7] 5€ YE 358 77 
程 ， 因 此 虚 位 移 头 理 是 分 析 力 党 的 ”个 花束 原理 。 

。33 。 


第 二 节 虚 位 移 原理 的 应 用 . 


1. IIIJ lE. 

BE E CRISTIS VERIS IGNIS A, WIER 
多 约束 系统 的 静 力 学 问题 屎 得 非常 简捷 。 这 个 原理 有 两 个 突 
出 的 特点 ， 

(1) 在 解 静 力 学 问题 中 ,只 要 断定 系统 是 受理 想 约束 的 ， 
约束 为 的 功 自 然 消 去 了 ， 因 而 可 以 如 免 方程 中 繁杂 的 约束 力 
下 更 。 另 外 。 典 位 移 原理 也 能 应 用 于 求 约 束 力 ， 只 须 在 对 应 
点 解除 约束 ， 代 之 以 约束 力 ， 并 把 它 看 作 主 动力 来 处 理 就 行 
了 。 

(2) 由 于 引入 了 广义 举 标 ， 解 决 多 约束 系统 的 问题 时 ， 
可 以 根据 情况 选择 变数 ， 而 原理 形式 不 变 ， 这 就 给 具体 问题 
的 解决 ,特别 是 在 许多 约束 的 限制 下 自由 度数 目 较 少 的 情形 ， 
带 来 极 大 的 方便 。 

应 用 只 位 移 原理 解决 静 力 学 问题 的 步 驴 大 致 是 : 

@ 根据 问题 要 求 ， 确 定 所 研究 系统 的 范围 ， 并 检查 系 
FIREN, BRIERE LEED, HIRIRA 
Ei A BE 2 FH E SL RE 

D ”确定 自由 度数 目 m%， 选 择 广义 坐标 。 为 描述 系统 的 
便利 ， 可 以 适当 地 选取 m 上 + 加 个 参数 5 印 B m À £ s 
ERO SEA HI mA ETHER. 


Q A87 X Q.5g,—0 
D ISTA 彼此 狂 立 ， 故 省 平衡 方程 
"EST MP 


Q, == Ü (3—1,2,:,0) 

p. WEEER 2-1 所 示 ， 试 求 在 手柄 上 须 加 多 
A8) PopéESSRRG EO Q. MM 
FLS XW BE h, PIR 
Ei, 

N. 当 重 物 上 升 干 分 组 
Ë =k FS SJ TFEBJ, TARE 
一 个 平 奖 问题。 

”我 们 选 研究 对 象 为 整个 
Ri. BE Eh ER EA 
A HA, MARE, nj 
应 用 虚 位 移 原 理 。 系 统 有 -一 
DAHAR., A SA 表示 平台 移动 的 碟 位 移 ， 用 se 表示 手柄 转 
动 的 虚 位 称 。 由 几何 关系 得 知 ， 当 手 柄 转动 op BF, "E EZE 
动 距离 为 


5h -2p (2-10) 
系统 平衡 时 的 虚 功 方程 为 
Pi8p— Qëh=0 (2-11) 
将 (2-11) 代 入 (2-10)， 便 得 
(Pi — Qy igo (2-12) 


J òp 的 任意 性 ， 即 得 
h 
PROC 


. SD >» 


h 
Pe e 13) 


JA 5s rh ERN, 5 b MB EE b BR OS FE SET I. 
Rp TA S nt, PE 3 EE ARAIA RA e 
pz FH ds 323 $8 3Z Zap a] Sp Hi SP RESET RUE PYP ZJ Z [8] f] 2€: 
A, YET HC IDELSUR he 1, 
H2. 在 会 装 汽 车 上 用 来 开户 车 门 的 机 构 ， 蒜 装置 如 
图 2-2 所 示 ， 求 垂直 于 
手柄 O A 8573 P 3H C13] 
BL BM. ZARR 
BE. 说 门 的 启动 不 
很 急剧 ， 可 认为 此 过 村 
Hl Pg fE 857] P EH 
MAER TER., 
iA pe SE Je 3, En A E tr ge EURA, EEA T 
HAE, QE E POE, 由 简单 几 柯 关系 看 岂 四 过 形 OBCO, 
被 完全 确定 。 但 为 方便 起 见 ， 可 取 ， 上 出， 日 三 个 参数 来 描 
ERARAS o EH Hë Z 42 BAL 3 341 
Prõp+ MA = 0 (2-14) 
为 建立 8g, DB HIRR, 写 型 系统 的 结束 方程 。 考 
Z& OB, BC,CO, 各 村 在 水 乎 与 铅 和 于 方 向 的 投影 ， 旺 然 有 
b cosg + a + dcos h= c cos p | (2-15) 
b sin q»4- o sin — dsin ih 
AIC2-150HX3E 2p. PF 
b sin póg + disinifrósh — e sing 
b cos qq + c cos 968 — z cos iro 


图 2-2 


* 35 > 


|o bsin(e-4 0) B 
Our = "dsin(b 83 p (2-16) 
将 (2-16) 代 入 (2-14)， 所 69 的 任意 性 ， 便 得 


 bsin(eo+0) | 

Hrbe, j, 0nfigizzgpus (2-15), H TEE — T 2 HH 341 
ERA., MaE HI, sk 6 RIR n. 颌 可 用 说 小 的 
Jj sa R EE K SER JJ W 

为 建立 Sg， 由 之 间 的 关系 ， EA -ARRUA A. 我 
们 由 运动 学 知道 ， 阶 体 上 任何 两 点 的 速度 放 鞭 联 线 方向 的 捞 
影 相 和 深 。 据 此 ， 考 察 杆 BC Aint F 

bógpoos ( 9-4 j- 一 dóWicos 至 一 ib + 8 ) 

dnx H JU lB q 3: EE e e mi, A ar E = 4 EF 22 FI 
JSpXpE, EDESA 308 JE. 1X4 iA ko 

例 3。 如 图 2-3 所 示 的 
EP, REH PP, Pa i] | p. 

的 关系 。 

H: 将 三 个 物体 取 方 系 
£t. E E EJE TEL Z YT 
HJ. XIIIE AB. A 
2 41 DN T BHE. WEA 
PRA X GU, BRO SAPR 
(X, FJR XH, A 图 2-3 


A ud, 0, BÉ SS ER ES 0). 3] X ki LJ Zr 
P354 — P ôx i + Pôr =t (2-18) 
根据 儿 何 关系 ， 列 写 约 上 束 方程 


zı =z +ytga i (2-19) 
X,—2x—gyiga 

于 是 
GZ =r + óytga ! (2-20) 


Ört, —Ó0r—Oyiga 
TR(2-204X& AC(Z-18), 整理 后 得 
(P — P tgra— P,tga)óy4- ( — P, + P,)9xz—0 
H ôr, öy e F SF, DX TS E Wer 
P — P tga- P tga=0 


— P +P, ,=0 
H ub fat f 
P = P, I (2-21) 
P=2P tga 


VL EA EEA RAE br £ Ox, Sy, jx Piik iE rh pe 42 š 
Hac RLRE Z. ARBRE MERKE P| BE p ES, JT 
E Fl HT FE aü 2 xx P WR WE a 7 (8 , 

Ik 5 天 Do0g 一 9， 根据 上 面 的 约束 关系 (2-197， 或 者 直 
M 8 

B71 = ór, ĝt, => (2-22) 

jR(2-22 6 K E y £202-190, 得 

( — P, + P,3ór2z0 
[H J S9r-0, 得 
PP, (2-23) 


. 399 * 


HOO, 56-0, Hity xRCZ-19) 15 
Ôg, =y. tra, Ör, = — y. tga (2-24) 
将 (2-24) 代 入 虚 功 方程 (2-18)。 得 
(P — P tea- F tgajõy=0 
BI T 360, Uu 
P= (P + P,ytgea= 2 P tro (2-258) 
8]4. iH wi. REP. EArE HA SATH ABS 
JR. dir 3 — ¿S RF —Ma [BL XE , u; #- YF JII g Bë Ni zk I E 
2 一 44), 今 在 霹 末 一 杆 的 一 端 加 一 水 平 力 R, 起 求 系统 处 于 尝 
衡 时 第 个 村 与 名 人 惟 线 的 来 角 Gia 


图 2-4 


解 ， 设 所 三 匀 链 部 是 光 消 的 ,系统 及 受 约 占 是 理想 约 点 ， 
9j Firg SC TE EER NT, 

AAP wRSBER,. MET- i ERE 0,,0,, … ,8x 
AF S SER. BEP Api EIA Zi Da (ti sn, SË n “£T 
Am HUZKCE EIRA We。 列 写 虚 功 方程 ， 

Pàëzi + Por,+ + P z, t+ Neyo=0 (2-26) 


. 39 æ 


is." Xa =£ cos, 


x, = Í cos 8, 二 本 ogg 


? 
i 
za = $C cos 8, + cos B, 4- + c0804 I) 十 - 00805 


yn= b sin, + sin, t +: + inia. t sinin) 


ya 
Ox, 一 一 £ sin 8,80, 
ài, = — Lsin 0, 50, — -5 sin 6,80, 


| 2-21 
834, — — H sin 0,80, + sin 0,80, 4 --- (2-27) 


+ sin Pabn) — 4 sin 6,38, 


Saq = L 6080,88, + coS 0,80, 十 … 
+ 6080, ,004 + CO nbin — 
XR(2-27)4& A C2-26), REPE 


j — [E sin 8, Cn— 1)P sing, |+ 1 Qcos8, 188, 

+Í — i| P-sin0,+ (n7 2)P sind, |+ 10056,1360, 
fo I sind, P sn£, |+ IQeos0,,186,-, 
4 (—1[ E sind, |+ 1Qeos0,- 50, —0 (2-28) 


* A0 + 


ALRI Sy öp eo Snas 90, quib hr. WORDS IS 
AUTE. Ph 
-P sind, {+n 1) + Qeos0,=0 


— P sint, {ymn 2) -- Qoos0,=0 
1 ^ (2-29) 
— P sind, (7-1) Qoo90,., 50 


— P sin 8 Í| z) * Qoos 6, —0 


"V2 
由 些 解 得 
ka CT 
tg CP 
: (2-30) 
tgn —- 
tgn —— 


WES eB QE fa 0; 为 


no AQ _ 2.31 
tg6i— 34 (24 —1)]P (2-91) 


Xii d AMAT ES REGE Roe fü 01, WPIA A RRIS D RE 
eriEBgJ;EGORRNE. Z LS 4 AARI 60;， Hom lm 
位 移 50;—0(49 3), RITER AA I9 UJ. 

Wlqdpmus $—igHepmn E 9 Tibi 0j 08, 

. 41 » 


(E 2-4b), Mire a ER Py E REPED 
+ [eos 6, — cos (0, - 80,)) == 1 sin0,36; | I 


第 $$ 二 1 个 村 至 第 个 秆 中 心 上 升 的 高 度 与 第 多 “C TFOK3G E 
升 的 高 度 一 样 ， 为 
Į [cos 0; — cog ( 0; + 0; )] 7 1 S13 0,00; 
38 n F FE RR KF C 向 右 } 称 动 的 距离 与 第 名 个 杆 末 端的 一 
BR. 23 
¿[sin (0, +880) — &n0,] æ i cog 0,580; 
通过 上 而 的 直观 分 析 ， 可 将 虚 位 移 原 理 写 成 


— P I sin 0,86, — P Vn — 8) sin 0,00,-- Qi cos0,50,—0 


zii 
{~— P(n—i- 5 )sin0, + Qoos0,180,=0 
因 58 和 0， 改 0 前 的 系数 为 零 ， 于 是 得 


2 Q 
tg — (2n —2$ -1)P 


所 得 结果 与 (2--31) 一 样 。 
读者 试用 几何 静 力 学 方法 解 此 题 。 
f 例 5. HAF AB K I, E 
P, SRE- HEJA 03 s ELM 
环 中 , MFE RA 2-5), 
X 求 平衡 位 置 。 
H: REDER BRA 
由 度 为 一 。 如 图 2-5 所 示 ， 取 杆 


Ba BUSA 2 Pn Ye 9) XE, Miir hote AAEM E. GE 
M EDIE € 00 DEM 

. Pu = 0: a 7^ (2-82). 
JH P 0, wA 5,0. m 


q= — OC sing— — Ni R?— (Ly sing 


B 
dic = 一 VEZED >) COS qq == 0 
XA pt, 必须 有 
COS g; — 0 
因此 
3 
p = uv (2-33) 


REF fe zK SE fr SES REESE SE HR 

BJ. 设 有 三 跨度 的 联合 梁 ， 由 AM, MN, NDA 
R Hi€&ixEOM, NAS SogmXEA, B, CO, D 
CER 2-Ü s BK EE F2 JI. 


e j3 > 


WW. TRARA I APRE Api, Aaw 
RI R, HHE 4ER, RHE, RAR A ENR 
入 是 零 而 变 成 一 。 系 统 的 虎 位 移 如 赂 2-66 Hon. $7)P, 
Pa P, z R By tE S BJ E u 8 2 05, De, Oe, Os, 
KiskOe,—0, REMEN 85。 列 写 虚 功 方 程 € 

RŠa, ,— P a, t P658, —0 (2-34) 
根据 几何 关系 ， 有 


3 4 . 4 11 11 
da, 一 本 384 * às, = - a in PEZ = j 4994 
SAO 条 根据 ôs, 的 任意 性 ， 尾 得 
11, . 


FB 3S 4063 Jy E i DRE pa xe FE u To 

T£ - P] F D M, AA RE [REI BOTSA u A R F fr H.J Pg =E 
Epl, i6HpELKRiISHiheJI. ix, AA AEIR ty E r teia ALES) 
EIQUE z 12 fE: S JI S Peak al PI p, 

2. 利用 庶 位 称 原 更 求 平衡 位 置 太 其 稳定 性 

(1) JA v pi M] 3 fg d FE 

4 Jot s E HLRE Lx mi 的 作用 力 F. SEL TOS ES 3k V , 


, oV p 22V _ ay 
F; tg T pu F gy = à, ^ E is = ETT (2 36) 


XR(2-36 MX Age Eli PEB SS IK (2-4), TB 
Y CF Ari FE iugi F idza) 
4-1 


"i 20 oF 2r 
= tt - LS. LL 4e 
= ( 4 Üi A 1 ey 9; T O5 ) 


= — Ó V (m i ai 8 )=0 (2-37) 
PUJ BOR HR akhi R T a SP DE 38 C 势能 ) RA 38 
E, GRAET ERG GEB US. 

fid, EEJ P, GRAM SCBUMBA,. WA 


N 
V = 2) mgt 


i=l 
HE CEBDAETECZ-97 ) 7 
x ay d A 
>V Des 21 migŠz =g > mi8z = gM Oz, —0 


< 2 
(a Og ç = 1 


(2-38) 
其 中 


为 系统 质心 的 坐标 ， 到 一 D mi 为 花红 的 质量 。 所 以 ,重力 


作用 下 的 质点 系 平衡 时 重心 的 高 度 具 有 稳定 盘 。 

(2) 平衡 位 置 的 稳定 性 

UCERARRDUR DEBE. WERA g. PEE WEE 
Figle ga EIER ARBI Po a e ya, HB 


oV 
一 -= 一 = Ü 2-39 
do 4-97. ( ) 


将 V (q 82: 23 D g 38 Je i 
VG VG, (g— fo) 


FER, 3d 
SV oy p 
aor X0. VON V GDBUBEX Ii, 
Ano V(q 2 VEDR M, 


将 FEDR RSA Md (2-40) 


_ Fey _ F OF u ... 
«= q Cg lgsg, — Oq^ | s- rm, (g= ga) + 

_ _ V — +F — 

S IT e-n ITL) (2-41) 


ROCADA, WRIT ,>>0， 则 广义 力 @ 和 位移 
(g 一 go) 符 号 祖 反 ，。 即 包 使 质点 系 焦 复 到 平衡 位 置 go。 所 以 
在 q 质点 系 是 稳定 平衡 。 反之 ， 如 果 j| | «0, Mæ 
不 稳定 平衡 。 如 果 .5 


处 上 首先 不 为 零 的 导数 是 各 阶 ， 邵 


—0, MJ FPE DEL 868 E. AE q 


92V 一 0 PV. =0,- 
ðq g= g, , og? gd. ’ 

dn-iy ary 

二 一 — Ü 
9q"^! lg-g, , gg" " ML 


E n JAR e ，<0 时 FKgo) 为 航天 值 , 则 是 不 稳 


q = 


Vx oV] ，，>>0 时 Kg ) 为 极 小 值 ， 则 是 稳定 平衡。 
对 两 个 自由 度 奈 统 ,独立 参数 是 qu qa BAREV, 


. A6 9 


qs )， 则 平衡 条 位 是 
ay "d : 
Do, ; EPR ( ) 
= Gips "aoc 尖 守 方程 (2-42), 将 F (g, ? Ga 2 TE PA CQio sgal 


附近 展开 为 泰勒 级 数 。， 则 


1 (22V. ñ 
VOnq)— Vénodu)— yl r lanon ETE 
a: o u 
ENT u taqa 《91 —Quj)(q; — 419) 
oy 


$ 


By x eV SV 
4 =| (aag l Agi egi ITE E 
则 由 高 等 数学 知 0S0 BV. 非 极 值 ， 4 二 0 时 问题 不 能 确定 ， 
Vs 为 极 值 时 必须 ALO, HEN 
人 ZF <t 时 VS. gyr? 时政 ,为 极 小 。 


@jl. 我 们 重新 研究 本 节 第 一 项 中 的 例 5 ， 求 其 平衡 位 
置 并 讨论 其 稳定 性 。 
M:e 杆 的 势能 为 《以 口 为 零 后 ) 
V= Py. —= — P / R? 一 2 * Sing (2-43) 


e A7 >» 


RPM F' — E cono 
故 平 寅 时 ， 有 
所 以 平 衔 和 性 置 有 两 个 ， 记 和 作 
p= 入 P=。 (2-45) 
zT" 
为 判断 此 二 平衡 位 置 是 否 稳定 ， 今 计算 5] . A 
= P / e-i VELA 
、 NE: 
HE =- ht 


æy PENL 
| =P, mi 
ap! » u i^ 


=- PY mit 


Rit, vb— TRIB RUP ROLES el— r ROCA ZEE Y 


置 。 这 从 吉 观 上 不 难 理解 : e'— cR r4pde4dh OX 下方 

的 水 平 位 置 ， 存 中 位 置 上 有 小 就 动 时 ， 重力 至 ERRER 

此 平衡 位 置 ， 氏 为 稳定 的 .而 o= S = 相应 于 丁 在 灿 OX + 

JAKEZ Ei ub- HADA. 重力 P 就 会 使 
. 48S >» 


其 离开 这 一 平衡 位 置 ， 即 为 不 稳定 的 。 
鲍 2. dX AHE LES 
ARKA 21, E RE |a] p P ARAA 
fe. MNH SEA 2 EAH YE ZH, OR 
其 平衡 位 置 并 讨论 它 的 稳定 性 。 
BARH A « (I8 2-7 )。 
WES 此 系统 的 自由 度 为 2 。 
ix week 4 与 圆柱 中 心 连 线 AGO 与 
FEIER e, AO tiu SE 


1825 0, WAIE E C EO 图 2-T 
Bye BE h 7g 
h= OC cosf=( O Á — AC )eos 0 
-( Sing L cos m )eos8 
3 $t 35 8b 
LT t 
入 一 2 了 h=2P( dug ew I (2-48) 
0 与 外 应 该 符 人 六 条 件 ， 
X, e. (2-47) 
7& SE 885 48 F 25 
oV ccosg E 


(2-48) 


V 
--2PÍ sing -— ¿cos p )sin0=0 


EN 
考虑 到 条 件 (2-47)， 将 (2- 45) 表 为 
« d . 


d=0 l (2-49) 


btg*p— a(1-- t2p1=0 
H mA tep, HFFR E 8 二 0， 一 go。 
23 38] JE SE ñr fur E RAEE, DEVE Np SE 


ev = 2 cos -L sinto 
V > COSQ , ; N 
"esp TT ( -a "ORELL ) sin 0, 
z 
(oog )eoes0=-YV 


Pl 0=0, p=pi RAER, 得 


ep pr 2 cos? p rav. sin*g, 
Ap? [oo cARP(beoo. + sin ° i. e 0 
q— ga 
GV | o 
epe 8-0 
ey | _ ( u NEM PP 
amus. 7 IP (se | cosp,)= 2P. 0 
gru. 
所 以 
ey sx: OV eV ep TL 
4e (2 AL .2P .D0 
p? AF Je. eg 
Opo8 p i pp. P Fn 
a: 


-Br Qu 之 90， 所 以 航 信 存在 的 条 件 4<.0 成 为 OC «0, 
Pope 


He agre _ >D), 平衡 是 稳定 的 。 QC < 表示 村 的 重心 
=? 
C hu E aE A O BJ F El. 
3⁄. 应 位 移 原 理 对 有 杀 余 坐标 的 完整 系统 和 对 非 完 整 
系统 的 应 用 | 
C1) 席位 移 原 理 对 有 多 有余 坐 标的 完整 系统 的 应 用 
一 、 设 基 完 整 系统 的 广 兴 举 标 交 isfra om 
EPR Qualis c gn imo m T ER AB SE SEZ0 zy 1€ UJ 
fy(gqi l Qa Qa sinam) 0 (2-50) 
(y=1,2 ,-": , 7) 
E HH (2-50)F fH AR 3 85 Bu P Xe ky. BUS g 


Gna — fnar Rs Gas ga) (2-51) 
X[(2-50)4m3(2-51)oHX 35 4p, A 
> 25 0g, =0 (y—1,2,-,m) (2-82) 


it 
Og, y 之 Ean? bg, (y=1,2,-.. m) (2-953) 


HE Tu £ JSU ER n] 3$ 73 JE; X 
> Quagga — 0 (2-54) 


为 得 到 有 多 余华 标的 完整 力学 系统 的 平衡 条 件 可 未 用 两 
种 小 法 : 
第 一 种 办 法 是 将 (2-53) 代 入 (2-54)，、， 得 


T Q.35g.c > > Q4,» Can- 83,0 (2-55) 
8-1 y-i dgs 


«ol = 


由 Og. 的 独立 性 ， 得 到 


Qst È Qu, Sie 0 (8—1,2, ,nm) (2-56) 
Y21 ga 


AOP E S Sbi LDSEGTdE. K (2-52) FE Ay 并 对 
Y 求 和 ， 得 到 


c wr 9f» m 
b = 一 
à S Saraq =0 (2-57) 
将 (2-37) 与 (2-54) 相 如， 得 到 
T m m af, u _ 
e (Qut » ^v Og. )6g. 0 (2-58) 
#E(2-58)rR HO He Ef Ay $ Ogao(p— 1,2 ,... am ATGA 


zu x, BD 
S ALS 一 0 (pol,2,- 2-59 
Qnant DX Ay = (p ,2,,9) Ç ) 
yal dqdn+p 


于 是 (2~98) 成 六 


Y mV 2f» — J 
> (Qt ELE Jg, —0 (2-60) 
由 上 上 式 中 Ogs 的 独立 性 ， 得 到 
SY pp PIY — - 
Q; + pa MA (2-81) 


现 将 (2-59) 与 (2-61) 联 合 ， 情 得 方程 
Qut hy L0 (u=l,2. n4 m) (2-62) 
?= 1 qi 
Jj 3202-5681 2-62 m E H Ae HEPR, E, 5ë 
EJ ARRENE DSREROLSOVLEGIET. BUB n 42: 
AK. DOC 2-62 J EB S ntm TARSA mAT Ay 
Z., de 


e 92 . 


REAG-I OA Em- M,, 其 转向 汐 这 时 针 
的 。 问 在 秆 DC 上 加 一 多 大 力 侦 M, À BBS BLEJ S f v 
ÑE; XE av os 为 广 让 坐标 ,有 两 个 约束 方 各 (1 -27)，s 
BẸ 
G, COS Q, 3-0, 608 p, + 08, 608 p, —d=0 ) (2-63) 
6, Sin pp, + G, Sin p, 一 G, sin p, =0 
wA M, u BFF ln y IF, Bz 22] EE sa HI 
M êp — M ,0g, = Ü (2-84) 
X;(2-69)IR SE 4p, A 
210g, Sin p, + a409, sin p, + 3,89, sin p, =0 ; (2-85) 
Ôp COS Qp, 十 ep, 008 qp, — w Âp C08 p, — Ü ` 
Hj EXHI Sg. fl 
a Dp sln ( p, — p, ) + a,0gp, Sin ( z, + p,)= Ü (2-86) 
将 {2-66) 代 入 (2-64)}。 消 去 óp., 135 
in 
M +M E OTA =9 


因此 
M, =M Snp, + es) (2-67) 


其 中 “一 ”号 表示 M, NIR HJ S. 
HEEE H HERRE F8 (2-65) ARE M, 第 
ZATA A, , j7;fRCD-O2)28 HY 
JM, — A.Q Sin p, T À, coag =Ù 
— I, + Auc, singu — Aga COE qi, = Ü (2-53) 
A Ga SI @, t Auc, COS qA, — Ü 
HEE n] ERE HH 
" 53 + 


— M cosp, 
a Sin (Q, p) 
M, sin g, 
a sin(g,- 9.) 
MOM, Sa sin prt pa) 
i i d, Sin ( @, — pP) 
(2) Hebr £ IA EE XJ db 5E XE 78 # BJ RZ HH 
一 ， 设 力学 系统 的 位 置 由 wm 个 独立 的 广义 坐标 qu qa; 
Uc. Qs ME, RASA g ARE, 理想 、 线 性 、 齐 次 稳 
ZE Ig AE SE SE £9 FR 


Ai 


= 
—À 


(2-69) 


Ši 444-0 ()8—1,,,9) (1-10) 
其 中 Ass (X79 di, dis cc qs FOR 
虞 位 移 原 理 给 出 
> Qs8gs=0 (2-71) 
非 完 整 约束 (2-70) 加 在 变 分 8g。 上 的 条 件 为 
> A 5,89, —0 (2-72) 


为 得 到 系统 平衡 条 件 ， 可 应 用 拉 格 朗 日 汇 子 法 ， 奖 位 于 
前 面 (1) 中 的 讨论 ， 我 们 有 
Qst X haAss=0 (es 一 2) — (2-73) 
假设 出 非 完整 约束 (2-70) 可 解 出 后 而 gA ER, Hl 
des X B..scdo (2-74) 


(8—1,2,---,9:8—0— 9) 
Wr] px 8 bA 28 Sr [B] 88 S AR 
. 5A » 


Sger = $) Beseo8g (2-75) 
= = 1 
将 (2-75) 伐 人 (2-7I)， 我 们 得 到 
> I Qo + Pà Qer Berfo tgo =0 
由 Og. 的 独立 性 ， 得 到 方程 
Qo 2 Qed Berf aÍ oO (a —1,2,---,5) (2-76) 


方程 (2-73)、(2~?76) 即 为 线性 、 称 定 非 完整 力学 系统 的 平衡 
条 性 。 

—, mei 

BESAR z, y, ETARE, RANE 
束 是 理想 的 ,方程 为 yS itel, RABE EE gH R AF 
GE 

解 . 设 作用 于 系统 上 的 主动 力 系 向 点 (z, 3) 简化 为 力 
F, Fy 和 力 袁 矩 型 ， 虑 位 移 原 理 给 出 | 

F xt F yóy-MOS-O | (2-77) 


EE R JI ZE E fu LRA 
03 OxtgÜ (2-78) 
将 C2-78) 代 入 (2~77)， 得 到 
CF + P Ag0)8>+ M80=0 (2-79) 
[u(2-79) mag óx, 68 itsi, Eri 
F4 FyYg0-—O0 | (2-80) 
MW =ù 


R-tos 5 


2-3 模式 压榨 机 ， 力 P EET FAR, FAko, $ 
AFER A, RRK a, ARIP SAIZAR. 


2 t 
Zr. = =— B ——— 
S: Q=P higa 


BO i ON 1 DH 1 


2-3 EE WE Vu PE FF #HL 3 
O, A,A,O, Ir] $E A, 与 A, 处 作 
HAJ F, 58 E, EZA 5r BU 
走 于 杆子 O14i 与 Orda, FUTT 
TOES UE. RIF, ÉÀmE 
tE 5 Ep pe zR O, 15 O, 到 杆子 


A,A, 的 到 短 距 离 之 关系 。 

m. Pa 009g, OH, ,Os4, 

net FE cosg, OA OB, 

2-4 irs percer, Mp OC Mexx O Ó SH 
D. SER A HG 4S OG ryan Ea ap rara Ep iz A rs zu J 
Ar D AE, en OC = F, ON =}, H C 3E ELZJ Q EKF 
RETINE o 


= PI | 
Jicos*g 


E 2-4 H 


2-6  —iB $5 £L Hr 3E T8 $6 A s m A-Z PE 56 PRE B LIRE 

XE fic EE RC o O9 HC Q s FED EHE — 38 092J P Z EG fE 
Qar 

p p? 


Fi = 


2-6 —J FR My JP TEN, j p — E: Bh 2 2o mds 

[p S 3E Efe FP aK E Tr r^r s DR de mug, S AFH 

EEE PEJ B EZ E, H Hi- CSE Ab j| r URRAK, 5 
. 57 . 


一 为 站 :1。 求 小 球 在 平 击 位 置 时 的 天 给 了 天 os 
2G E Zak, 
K+K,” K+K, 


BE m 


m 2-6 图 A Z-T 图 

2-1 KAA AB=a, MP, —ñ ë TE tuy B OCH Ba L, 
BiA DG Wr Mb F. SWLak ab £F TE Dr E YB) A T ü hz Ez 8 HB 
于 衔 ， 试 求 比 地 而 的 形 窗 。 

£: GU] ra + (yp G) == a 

2-8 两 重量 相等 的 重 物 À 
£3 Barila T -— X; E S£ El A< UID 
BJ 58 2 WIE, UK 38 FL A SET 
TKF I AE Qh, 2 As 8 pe CH 
FEBS EOD. T PS më 19 ZE $Ë TE 
E , #E3& LAT sk LEWE, 
HE 5 K R Q pEZE D FE, qURTLÁ 
5 Bin Ej — TE 9⁄2 Ë) E Et P 1 REH ARR TBI BJ SE R SS SX, 


T: p =Š“, f=1 


2-9 及 ， 吕 两 点 用 一 不 可 伸 长 的 线 联 结 ， OU m FI 法 
3 8 eb OX, OY ii, OX 与 OF RA a, PADS 
+ 59 * 


OSHE HEFE P SEE EL FR IEEE, XJ E 8973 ELLE £8 RSO 
Kis xÍ 3 39 23 E EE 4] 38 3 ZJ K 1. GE ZE 3 GEL LII £X SÉ 
OA ESOB Pr pk Z fB B 13 y, 


£, te*B8B = ksinsa 


K,4 K,cos2o ° 


K,sin2c 


TN 
tY = ` TL 032a 


题 2-9 图 

2-10 — i RAE, MRA ARR RS SA TF 
€ P. HERIETA— H EEA. AAE F 2 EE TK EI 
= RAA a mA oa 4B d eye m mE, 8k 
俩 系统 能 随 遇 平 衔 , 应 在 AB A Ap E £F rh a ER 2 -K BJ 
ia JI? 

A. Q—3P 

2-11 M FF AB 长 
2a, ER, PH 30 22 Hl) 2: rE JS 
b RUPEE E, PH 2Z0_F a 
2 lB — JK E eh B. HREJ 
2b, 2##FL DHE 48, Ji 
AM, EMEKA FEER 题 2-11 图 
EITA? a 


* 90 4 


Ti M -f1 = a=b)? dub sin? = Qub sim 0 

2-12. WABA AC =2a, A0=0E =a, fr AOP, 
Ft AC E 2 了 了， 试 求 平衡 时 的 
f v, 

管 ， cospo0.1--./0.51 


xA 2-12 图 
2-13 FHER, YRKAR ss ARE dit 
1, 2, 3, 4 5 o IRRI zJ 3 e XC FFF BS 38 B , In) fE Tis 
s H C yl RATT ) £ KB P, A eTit 4900AN897J 
Q, WETIRE o BA r= em, ya 一 120 em, 
r =á em, r,—16 om, rQ,—3 cm, HR=18 om, 
uw. P=50N 


2-14. — HTK PE 
£m P , BN SD AEHIEE FC.) 
=Ü J; BE h PP, KEPAN 
平衡 位 置 ( y RB Yai E, 
x HK 3m. 

答 ; Eck. IUS 
HEER (Ei pY), (Xn, Ya) 
= 2-14 B 满足 下 列 四 个 方程 


Y 


(21,9) 


eg 


« G0 e 


fn 81 2—0, f(x; 43 2—0, 
(t; — %1 SALE 
2 — 9 ) BL B= n j| -2 ef . ef £F 


— U 


a P; Ox, €f 
2-15 HEEB ABCD, Et 18)87H 
A AC 和 BD ss ARRIA Ta, Tu. 试 证 


Pr AG 
T, BD 


可 2-15 图 xmi 2-1B 图 

2-16 RAA A rpIT 3 890371, XI AD= B D-—8m, 
DC 4m, P--30kN, 

A. DP 

2-17 ZA AG BERE. 
BE EC Fa 73 Sis Sas 
S as HITEH fis is hs, 
UH P, P, Pa Æ A, 
B, C bK Fib 5 [£3 = Z Sà 
To EREE TE ik fA 
299.595.955 试 求 各 强 张 力 
T, T, Taa 


er Ej 2-17 图 


. 5] s 


5 
T,-( P3: P, +P, )igp,—( Pit P, Jte: 
1 z 
T,=( POR P, Jier P, T tgp. 
1 3 
T,=P tgp, 


2-18 TESI Biz KCH PRIBASFEZR EZ, KEFR 22, 短 
杆 长 a， 村 与 杆 之 问 用 镁 链 联 结 。 它 在 顶部 受 力 P 的 作用 ， 
ATEJ Q 的 大 小 应 为 多 少 才能 使 系统 处 于 平衡 状态 4 图 中 
0 为 已 知 角 。 


E 2-18 Pq 


2-19 —# gb E h P me ER ARRE 
Ana. FR iet REH KES AX n. 


#, X.—4(Q- P), NNA, 


. 52 . 


2-20 ”万 名 接头 传动 机 构 处 于 平衡 状态 。 求 它 的 主动 轴 
IE y.zhh EZB M MM, ZAKR, BAP pi E 
823 a ( a 3B E TRIS )。 


| COS a 
£, M,=M,;,—— 
cos*g, + costa sin*g, 


Fi 


A 2-20 


2-21 ÆR BJ yë Tr ER 
经 圈 庄 周 定 在 铅 垂 平面 内 。 ME 
Jg m Bd: EET FH NUBE 73 o 的 弹 
$& c5 [mp] ERRA a ANS, Jt 
EAE AS: GESECOKGEJORHIA 
Hiao WORDA Kf. RI SE SE E 
研究 其 稳定 性 。 

x, P glQ2(oXR — mgl 
平衡 位 置 史 一 0 是 稿 定 的 ;) 当 题 2-21 EH 
cl «2(oR — mg) EI br E 


. 83 s 


P cos (c SIE nj) -) 是 稳定 的 。 


2-22 AERAR Ar, Huki EHLE 
An HSARA Baak HB PE 3 — 48] FE f #iB 
THE. ART fA AA ME. 

da: Tir TS fe E: Tac E IE o 


pi 2-22 图 题 2-23 图 
2-23 一 均 质 村 AB, E 2e, Tht S E Sa 
UE BER REPRE IDEE. KT Bir EJ pe HS 


GE cos p p latv a aT 321 J, 它 是 稳定 的 。 


n, 2-21 AARE, JK n nj jer 
Wis Hh s S JE ATE ERAT 31 29 mi, 
mas JEE bis 的 村 粗 联 。 
25 JEU GE br PR EP es 
jj. AEN Pe. Ci. i 讨论 
SÉ (5 I] n » i 5 


Mp -Aa 图 imus 
[C61 十 €, )l v m, Tons. Jr] Leiti 一 mg] De 161 bao 
. b4 * 


2-25 -AJNRSP A K 2a, b D Aui JC SEE fi 
MR, ISEE ES SE HAP 2 ban jii PE H EF L SIE S. AS 
定 杆 的 平衡 位 置 并 讨论 其 稳定 性 。 | 


€: --cos"! 二 ,不 稳定 。 五 > 一- " x 


Kh. 2-2h 图 Ru 2-26 


2—2Ü Joy nt 7g mm. Nia 的 两 质点 A, Aay BRE 1 的 
Hz fied. EE Cm PUIS] E s DB E, A, WD F, A, 
DTE 53 £X LIS] — $5538 TH Pq 92638 ER £X E. 不 论 A, ARE 
FAA bab T. ENA H RE JER? 


答 : 网 锥 昭然 r= sp 


、 I 
离心 率 5 = AL o 


z 


2-27 SEE y, 的 小 圆 球 ， 
PE EIRA p. HEENA EK 
Ju F, df F 34 EERI, TR 
MERD. DRAR De feb E 
WR qr EERI EJ: h WF aktu Eoo! 
lm. rhe PER € i RES) | 
定性 。 题 2-27 图 


T. 


s. ÖĞ a 


1 1 1. . 


Qe kI SER Ae, MERMA) 


2-28 ”一 圆锥 体高 为 名 ， 半 
顶 角 为 x ， 倒 放 宪 水 平平 板 的 光 
油 团 孔 内 如 图 示 。 设 辆 和 孔 闪 径 为 
o. ü Ë LEE Honor fé Pr i +Ë TI 
论 其 稳定 性 。 
NM 答 ， 辐 准 中 心 线 在 销 生 位 置 

um 

i6uc3hsin2a ŽAJE; 
pz 8 roc 2 CURE E yr 

léa«c3Asin2a 不 稳定 。 


第 三 章 ” 达 朗 伯 原 理 和 动力 学 善明 方程 


达 上 衣 伯 原理 与 虚 位 移 原 理 能 合 而 构成 动力 学 普遍 方程 
C 即 达 朗 估 一 拉 格 朗 目 原理 )。 动 力学 普遍 方程 是 分 析 动 力 
学 的 基础 。 


第 一 节 AMAER 


1. AARE 

WARD n AREA m 的 质点 组 成 。 每 一 质点 的 
IMEF A = TiC Tr; AADK), KiE i= — mifi 
RAREN, MESE, 主动 力 Fo SRN R 及 假 

FE, +é; + Ri;=0 (i=1,2, N ) (3-1) 

这 就 是 达 朗 伯 原 理 。(3-1) ARROZA pon 71 RAA 
对 任何 中 心 的 主 矢 和 主 矩 都 等 于 零 。 

由 村 朗 伯 原 湿 可 以 得 到 作用 于 系统 上 的 三 种 力 的 六 个 平 
衡 条 件 ， 这 六 个 平衡 条 件 形 式 上 类 亿 于 加 于 刚体 上 的 力 的 静 
力学 平衡 条 件 。 实 际 上 ， 将 (3-1) 对 名 求 和 ， 得 


Ë Fit È it D R.=0 (3-2) 


用 了 # 矢 乘 (43-17 并 对 所 有 质点 求 和 ， 我 们 有 
. 67 。 


2 ñ E N . 
mu Gux4uy = (Fa x 6; )-F = (p x de) 
t =1 = = 


X m, Fi) > mé > m, Fe )=0. 
(3-3) 
其 中 m, ROR A ERIR A O HIJ E. 
将 (3-2) 及 (3-3) 投 影 到 上 坐标 轴 上 ， 使 得 六 个 平衡 条 件 
È Fit Shist DRis=0 


N 。 N N 

pata + patzs 十 2 Ra = 9 

N N x. 
Pu t P» 十 Su Ba = 0 

N N N (3-4) 
Zm Í (F )+ D malpi) + X mÍ (Fa )=0 

N N N 

PFD) E my($04 my R:)=0 

N N N 
PLC t PDC + Zm (R )=0 


如 果 将 加 在 系统 上 的 主动 力 和 约束 力 F + Fe; 分 成 内 力 
FOSSA FPS, BI 
Ft R =F + Fue) 
这 于 由 (3-1)， 类 似 (3-2)、{3-3)， 得 到 外 力 与 惯性 力 的 平 
衡 条 件 


E. 
"wi 


"k 
kk 


' Fro y 34-0 
(3-55 
2. mU) Sm) 


a 58 >» 


因为 技 内 为 的 性 质 ， 有 
>: FP=0, $ m F 5 = 0 
i=. 


(3-5 LE FAH E, REAA R F03-458J2<-T 
BE EL IM 

2. 3KBHÍBG IR ESU K M 

Eis. iA B ERETI E S A A (f. EAEE 
AHRJ EDER PHP U"xuhübih" . Hl t y uh E 
A a| a aj Š, TH ELTE MEAE HAE SE SE GSC RE f 25 ts BU. 

其 次 ， A R JABR EEY BERRO BR iE D fE 它 与 硬 位 移 原 理 
联合 而 构成 所 调 “ 动 力学 普 沈 方程 ”， 动 力学 兽 议 方程 他 是 


Lud 


分 析 动 力学 的 基础 。 
3. 例题 


HE B AARM mN Em, ERIRE, KIUR 
RRN. 2ü MF KE ip J if "me NAR 

例 1 。 — Am AB, 8 
P K l, 6 ira ah OO, m JU a 
Hh lal z; p A. l OO, ja E AB 
— EB ELA YB 38 EE w po s. ASAE 
Ak Z € 24 2-1 )。 

BÉ. RITH dy AB A p E 
XJ£2, 4T AB LATS 5 ui 
P TER AP BD CQ, A ak 
KAHER AE ACX 4, Y 4, a) 
Mk /M (ax Tn ay Tt Az 


tF DST RE JJ AU gu spa, Mebi A (= pala th 
* ü =» 


Ii E dm. 的 惯性 力 为 


ei — cul da == otp sin z de 


ARERR AXYZ, (rr AB 在 平面 了 了 42 内 。 利 用 
方程 (3-4)， 有 


X ,=0 
: . P 
Y +] c) psima 一 如 一 站 
e gi 
Z ,,—P-—0 
TI. A z _ Lana - [ wipsina P ocosadp—0 
2 Ü gi 
May =Ù 
M 42 720 
由 此 解 得 
Pil ,. 
POLIT Y a= a sina, Za— P, 
PI P : 
Mas =z äna + g5^ ! sina cosa 


. jw . ) 
2 ( sina + 3g zin2« |, 


May =Ma —0 


ñr RC7J B5 48 73 
= su Fs — P Po* l s 
Ra =, Xa LY A+ Z1 = L+ -gy Sinta 5 


s E 3 
qam Mirt Thay T DEA 


= ( sinas dy gin Za ). 


e 70 = 


52. EA P, 的 生物 AREP HEEN FE, 用 
r L Z, E ?8 pe C 的 绳子 带动 一 重 卫 。 的 重 物 B. 认为 地 面 ， 
Te BH p EE ECR ES. visu fe BOS Am BOX lib gm 
TESRESPSIKRIREZJ, pA BA TRUE. EAE aAA a 
ER8GClg 5-2), 


- 


解 : 我 们 取 楼 柱 、 强 子 、 重 物 及 清 轮 组 成 的 系统 为 研究 
HR KRERJI N, F, HEHREN KDA 


D, -Pi a , B= a 
g g 


其 中 6 为 下 物 的 如 速度 ， 惯 性 力 的 方向 如 图 3-2 Bros. 3AA 
P, P, P, N, F KW $o 种 组 成 平衡 力 系 。 将 
Etien OX, OY 上， 有 
p. P 
g 


2 mcos A =Ù 


N-— Pr — P. — P + rasina- = a gin f =0 


由 此 解 得 
= CP cosa + P,cos 8) | 


N=P,+P.,+P — nu m sin 8) | 


292i 28 Fu Jj S E EWIE e, TLS BR tÁ IR P 
HET S. "» 有 


S 4 Pisina—0 (5) 
X] 7 35, 有 
S na à — P, sinB-0 (e) 


X BIXITGGIERGB OE. UH 
S — S ( d) 
Hi (6)( 6 )( G RET HR E AI Jt 28 EF 
P sin z — P., sm ñ 
I te) 
TER, AEEA PEs, PT E #& E 
P sina — P, sin 8>0 
HISE o ACG. BIDRA 
_ {P cosa + P, cos G)( P sna — P, sin 8) 


x len D | — 2# Pr. 


L = 


(P sina — P , sin 852 
P +P, 
H F, N tuk & Hm ARER Bgm AED iX 的 
EJ FV = — F, E EXT HB IBIBS E H y N =N, 
AN GkK£S 3&3] 56, TUBRSMAVACGOJ)EQOD. TE 


Doa P,  P,P,( sina sing) 
S =P, sin * —-a 一 一 PT 


N= P, +f ,+ Pf — 


第 二 节 “动力 学 普遍 方程 


动力 学 普遍 方程 亦 称 法 朗 伯 一 拉 格 裔 月 原理 ， 亡 是 分 折 
BIJER] Ep E ETJE SH 58 3 etj F #š Pë BJ 3 — . 2 hr 46 BH 
BAe. d eae iE Bre EE E 5622 29 PR FR S BAJ uS 33 21 TER. 
BE. TY 8825958388 39 S 8 7j 5E al S 18 7j E 

l. p pE rum D EAT HER 

A E |H N TE GARR i, ER ERER H PUS, 
IEE AK BA JAJAR EE, ¿l OE El A i s Eea F =1,2, 
cw, m JJ FE ARREA EEJ di zB Ae 
TE By - Pt, 3 AI: IDs Sa I Pt — h Pa. , WU JÉ cvs. 

[F; HR; d^] e O (3-6) 

x] T 385 A OP E AR PERS JJ AA n] ka Rz A A ig hF Wa EE Bir XS z 
HEA. BT KUWA HE ES E LAI Ter, (B ru FH 
Tae D BU S Mik EH, ITA S OA P BS PT ED 
Jj. Sei pl i SER S P w BL. GEI EE DI 1S bz 


= 
Mm. 一 一 


—— F. Sr T 


Fit bit Ri) r= (3-7) 


AE Or 8 P AE FEE, 2#U rE F] El E. + ES SE Ra 
车 将 贤人 性 力 的 表达 式 dum — mim; RA _E zÇ nf S zs 2 


> (~mt; + F' i + FR). ó = 0 (3-8) 


或 者 ， 因 Qi 一 rs， 有 
e 73 a 


之 ( mirit Fit R.)75r = 0 (5.8) 


Exin, 3442 Lib u BJ dH FR £E 8] > ES SARI L 
BJ S ORRORE, Hu E 23 EM WJ N. BB 
> (C7 mi; Fist Bic) 
tC maji fiy FRiy)Šy; 
c — mq; E SHEER s; =0 (3-10) 
HRE JFR EIAI R BAB Ry. BH 29 8 BR 
2 fE P Efe aris ERR eB PH Hz vz m I fE fS] E SES L 898 yc. 2 # 2 
jd *. 2FBD x 
> R op — 0 


在 这 种 情况 下 ，(3-7).(3-8).(3-9) 及 (3-10) 有 下 而 的 形式 ; 


Š: (Fitr = 0 (3-11) 
i21 
>: (— mtt; + Er; == ü (3-12) 
$1 (miri Fr 0 (3-13) 
£ = 1 


È [( — m, ; Fr rt ( miyi t Ë ¿y ds 
+ CC— mstt FP; )63 = 9 (3-14) 

(3-18)JREIIC3-14), 通称 为 动力 党 普通 方程 : 具有 理想 
£3 PLEG DLA 2 Xs SU RJ FL — t BJ , 作用 于 质点 系 的 主动 力 和 质 
HAEE A MAN a A E R E E E y e e E a e 
Er Exc Eli Z RI S SE, 

2. PA 

gu. 一 国 形 水 平平 台 可 绕 通 过 其 重心 心 的 销 王 moz 


+ T4 >» 


JR. —H29 QIUA B. PE EB Odo, 
半径 为 的 圆 局、 相对 平谷 以 切 
商 加 速度 op =b, b R ZOME 
5. ÉCEGHU S P sq 32 R 
é5PUANEIE, REE Bf 
EHE s C Fd 3-3 ), 

解 : ”我 们 应 HE M 
HERDAR, FAIT LI 
$h OZ OREHE Lz= 
-ze 其 中 zz 为 平台 对 于 轴 O Z 
的 转动 惯量 。 人 的 运动 由 相对 于 

Es CX UFU BÉ G — EE BO XE 3T 
复合 而 成 。 入 在 绝对 运动 中 的 急 向 加 速度 入 b dey, VJ[AME 
MX du g 0 ens ESS RIET AS SAE 


h ANENA " $i. RRE TA 
绕 轴 OZ 的 转动 角 38， 方向 如 图 3-3 FA. A: ka qz EE 
EH EJ JJ RAE S Bu TEJ IER A B3 Dm EE, EHU 

— Lad — t. r db — Ü 


Ps 3-3 


z J i8 E (bc er 条 一 
VR EG 
_ Qbr m 2Qbr 
"= Ft PR -+20Qr2 


# — REEQUUUEJISHISEIESZHH— BE SEXE BE J, 


ix BIEN, AUE € 的 方向 与 假设 的 六 问 由 反 。 
$12. 图 34 所 示 的 请 轮 组 
H. AAEH, WH F E E T 
Q, "ir8e Y RB Fe B] P b e, ` 
BhBICGLRW. dde ASSI] 
P, RAHMA. 
MT. 本 题 的 约 求 为 是 很 多 
的 ， 允 强 子 张力 ， 各 轮轴 的 反 力 
等 。 若 月 这 朗 伯 洒 理 求解 ， 将 是 
复杂 的 。 但 是 用 动力 学 普遍 方程 
AREE, ERU ULqOPEE XX Pu £9 TR 
力 ， 解 起 来 就 简便 多 了 。 
6x 取 整 个 滑轮 组 为 系统 ， 系 统 
的 外 约束 为 只 有 口 处 的 反 力 ， 但 
这 及 力 不 作 功 。 
系统 有 一 个 自由 度 ， 取 为 
广义 坐标 。 作 有 册 于 系统 上 的 主 
动力 有 P, Q, W 及 惯性 力 


7 | 
如 果 给 系统 一 个 任意 的 虚 位 称 Sz， MA P 作用 点 的 位 
E bn JAS P 的 方向 相 及 (图 3-4)。 出 动力 学 普遍 方 
程 有 

-LH gas — P.632- (QW ) «a0 


所 以 
. 76 ° 


-et —% -6P + Q+ W = 


w. 
因此 ， 系 统 的 加 速度 为 


—L.X8P—Q—-W) 
um Q +W Y 
= T te F. J "DF E: 
EPIO, eeatt wp <S 275, uzga 
S Bu, 


3-1 jEDSmITAZ, TRR WË F JES 8 X, R 
EREU A CRJE JJ PL AREIS Due 
e X 4.—0, 2" 


FI 


站 一 一 Hg 


m 3-1 [4 题 3-2 
3-2 Hub mi J Er E OGIR TI EE tA L. TA A BUH: 15 
一 抛物 线 ,在 Op Z 3E T 189 Zr PR S e^—2az , BEER pl) Fa 
c Seta OZ fs. 111 5 J]S5 EX ZI Ea 21) UR LACUS XS SH 
$8 cp 3j 5. 
Te (u7 tp i t po? c apCg — ada?) —0 
e dí 4 


3-3 Wh Bá P,—20N, P,—30N, P-—40N, Wit 
t3 Be Mu EIEE SF. GREC m mm BE. 

W. a ly» a, = C), a, rg 

3-4 一 重 P, 的 单 所 ,其 支 
AEE mere GO., BG 
E Po HERF ELE , 826 E 


题 3-3 图 题 3-4 图 
HRA E 85 J B ES. Gu Ple af AATE Ez | 2 , 
K E E s PL CE CRM 8635 SJ +J e Pa O By I SERE, 
"T P.sin20 — 
3P,--2P, sin*8 
3-5  — EP, WEHI T 2E 
( 清水 平面 上 上， 在 斜面 上 ， 放 一 半 
DOM FX ev PLATS FUE Kn 
ze MJER H ES EERI’ + 
题 3-5 图 ESHI. RAE T OHF 
南面 的 如 速度 ， 以 及 斜面 运动 的 如 速度 。 
AE. (qu (Pit P.)sine 00 
3( Pi + P,)—2P,c08?a 
oo :ne yg 
3(P.+ P,)—2P,cos?g 7? 


第 四 章 ” 拉 格 朗 日 方程 


拉 烙 调 日 方程 通常 是 指 笋 二 娄 拉 格 亲 日 方程 ， 它 是 完整 


一 


纠 划 系统 分 析 力 学 的 基础 ， 具 有 广 证 的 应 用 分 值 。 
第 一 节 ” 拉 格 妆 日 方程 和 的 推导 


把 动力 学 普 访 方程 忙 成 广 尺 坐标 的 形式 ， 即 得 到 所 亩 第 
TAk EH H Ai, 
l. 将 动力 学 普遍 方程 变换 为 广 兴 坐标 形式 的 方程 
RPE AE FEE SLASJJ 5 A EE BOB OX m IE my os $t 29 
YE. i IE SEBSEDPBIBEXECRH A) m. AM RRA JURE ej 
广 闵 坐标 和 9a t sgns PA BH yE FERES JU TJ LJE , P SD XE # Zü 
EZABA. W OP 2, TE # PSG fE h: F£ TU d pA BO mI 
PB BJ EL fa Ai AA S PRERA. GA 28 H RB a A 3 H ul, 
EN, BRADA AS ERES EENAA Jp TE # er 1 lš 
HIE r AS Pa aE uJ, ESRA ERIA zX BH ETSI 
H. E S AE ER 3 R SR 382509 AUS CDD aS 
to KUE, Æ 
i= Xi dst dn. 0) 
Mii Giss dust] . (4-1) 
ga cag. days dua) ^ 
(2—1,2,:.,N2 


. 79 9 


Ik P. a ELARI RE p (2—=1,2,: N IB PLS 79 0:50 
qa M £ BOB 365 


Ti—Tioqi.d,05,08,1) (4-2) 
(4 1,2,.--, N) 
1315 J) JJ 5 353089 75 T 
N " 
> (mir i+ F Jr =0 (4-3) 
im 


Fah, RETEA ME, MRR ôr: 用 广义 伐 标 表示 。 
为 此 ， 求 (4-2) 的 全 微分 ES ME br 42 Rz 25 £ 固定 时 的 假想 位 
f£. SZ. 


Sr, —= 3 Et, (4-4) 
£ = 1 qs 


必须 注 意 ， 对 指标 的 求 各 是 对 系统 的 夺 有 质点 ， 即 从 
IEA; APR S RAE X e P r H ETHS, BIA 
1 到 ww。 将 (4-4) 代 入 (4-33》 OFECEGR AUT, 23 5(A-3) 


r EN " a or ; T 9f, =- -5 
{> mas jp REF. dfs 18g; (4 ) 
利用 已 等 式 
r Pri dp Sri pd 2r; _ 
Tita dés. aoi) re "dr Og. (4-6) 


Jk fi UT FH PHHATURERR RR, xx PN P S SA Wk 2J R t H 2 
A, GPS 38 1 3 282 Ec J EB, AFANAR, 3x 
ITP RE SE HI (4-2) ZR AE TIO HEB) S Bu sea. HH AAHU 


pofi peig F. L ri 5, Or 4-7 
Ti = 33 l T a Dt ge, 1^ aq (4-2) 


J aCi- ORIPA I PU N ME Ts HU E, Ah dA 
ór, er; ( 4-8) 


— 


gs Om 
Jj fg (4-8) 邯 第 一 个 经 典 控 格 朗 晶 关系。 为 每 到 另 -- 个 美 
Ro RDR SCE-T) gs BIER, 4k (4-7) HAB ATI BD 
= r 
分 广义 速度 首 的 系数 ， 即 矢 攻 国 数 -SL，。-…，-9 1， 依赖 于 
cgi n 
TE qs R$. DOR qg RFH PFH BVI REX. 这 
RE, 
er, 000, . . OT; eq Ti g Pri 
2gxƏqs aqs Tn ÓiOgs 
(4-9) 


另 一 方面 ， 我 们 建立 函数 印信 对 时 间 的 全 导数 ， 侧 -全 明 县 
池 信 融 于 所 有 广义 全 标 及 时 条 t. RIA 


— — — — 一 一 -一 - 


OQ. 5030 人 


d ri OPE jq Pri gpp PER gp Pt 
di Og, Əsz.2q, 26. 5 T aq, REM qt 
(4-10) 


比较 (4-9) 与 (4-190 为 ， 可 以 看 出 它们 的 右边 是 同样 的 ， 因为 
对 两 个 变 苦 的 二 阶 偏 导数 不 依 驴 于 对 这 些 变量 求 导 的 顺序 。 
FERRES ABARKAK: 


d ór, rj (4-11) 
dí £g. das 
TfC4-8) (4-11) LA (4-6), TEES 
ar . 
Te EE ea) Tiv 4-12) 


+r 81] >» 


将 (4-12) 代 入 (4-5) 的 第 一 个 和 式 ， 这 时 


E u p | ƏT; u -(3 N » f ər; 

>( mit. dTa )= dí eT AGs 
oT. E _ 
omt; PPA (4-13) 


我 们 继续 变 挤 等 式 (4-13) 的 右边 部 分 。 为 此 ， 研 究 系 统 动能 
RAR 


1 < 
T =- Conv? 
2 14d 


dE, BUEBSSUHBOSITHIAESDEX, Bruerg WA 


14. 2 1 a 
T= (mwi) == Mi CFs) (4-14) 
2 icl 2 fel 
于 是 有 
OF Smirs fT (4-15) 
Og. +l ÓQs 
eT 4. 81 
Mur, 0 E 
— ors (4-18) 
Tp (4-15), (4-18) A (4-13), {RIF 
hi "  Ór,j d or Ən 
(mun iy 7 0T 4-17 
QA UR Bo) FE 8d. dqs (4-17) 


N - 
方程 4-5) IB ERU Foe one DEX H Qu 
ú=1 & 
B 
> Foig (4-18) 
NYE» 方程 -0) 联 形 
* 82 % 


xí- E A A S [109,—0 (4-19) 
Jj fÉ£C4-19) p i D^ OERE yK h UIS m ZrTE. 我们 注意 
28 3s £t rH BLUE URBE JJ XE S EHE GRE RO ocu ZR 

d eT - ir. 
-Dli eg. p ts (4-20) 

2, SAREMO tema 

AP S E SR 55 S 3 as AE Z SP: pp ku H SET HRS 
dETXCEB. DJ X Ss p 85723277€ 15387; E (4-19) rh 38 
Óq 0g; Ogn Ar E SB r, nA E TE SRB. REGE 
Hee TRAE fE— T 36 pR 22 py yE 28 li qr s k E NE, iX 
性 可 得 品 个 方程 


(4 ər a7 
e 29, 357) ts (8-51,2, T») 
或 者 写成 
d oT er 
2 CI _ — —1 ? ... _ 
dí 2g, Pda ts (8 - fani. | Té) (4 21) 


Jj $£8(4-21)9& 926 — Rum PH LI re. xx u iX At ay SII 


52 4 25 HL 892 E 3508, TG PL lb BBB ift y ER h BD t D 学科 发 
Higgins. E O h H ZDERJEBGM HSOEOX qu. 81H. Sp 
抱 束 的 力学 系统 建立 的 方程 ， 它 们 是 完整 系统 分 析 力 学 的 基 
hii a 


第 二 节 PRP A AFE AI E H 


HphRBHEHI HOLZioOER L A E o RAL X BRE N 
. 93 * 


im zBgsIEVIJ fEWJIAHU. Sq sEdZSIRCA-21) 中 折 指 
18029 38 RE 2 EDS 91 Dl 2 Be a PJ D a J RIR G TRR 
IE Ayia ig iaa A. BEA TR 2 6 sk ik ET 
FEPER X ARA AR HE PIRR A, WETER F 
FHR UIS 

l. 系统 动能 的 结构 

Cl) 条 萄 动能 走 为 广义 速度 的 齐 二 次 式 、 齐 一 演 式 及 不 
ST SOM HEB 39 Ç JU SC s BEHJOEGAGX ) 

JJ EE 7 s — 238 Pr ESE H y£, SR PK IM MIEL S S ZU BË B:J 3 
达 式 ， OERREG&ONUI RE ga REE Qs 及 时 间 i BS EB 
3€. MERETI EE yA AE MR No 


A St HJ I RE JY 
1g 1 Z, 
= pp —ucomjDieU. (4-22) 
2 "n 2 i-i 


E Pi RJ tE r= id Idus WE FA HJ E í HE Jc ELO 
T (4-23) 


or. OT; ” 0T. - eri 
— rA €$ XL "T “t i 
T= 3E (> + PH (X > € A at ) 


T * m cr ; OT, E Ofi y 
b s. ET 4-24 
t? eI BTA mC a) J 03 


为 简化 写法 ， 我 们 引入 记号 
+ $4 « 


# êr; Êr; 
A = d = 3 Fij Fi, + 
sk ks > Jgs FPR 


S /í Or; zi 


) 
3 


d Ori fri 
B ; i. i 
i=] Əgs ei 
E 2x. 
f-i ^ 8g, Er Og. i 


= 1 y, er, 
To—2 m; ( 8i ) 
1 
2 


f=] 


将 (4-28) 代 入 (4-24)， 得 
T —T,-- T, T, 


其 中 
1 2 Ra 
了 :一 万 > 21 As 
g-1 E= I 


于 是 系统 动能 分 为 二 部 分 广义 速度 的 齐 二 次 式 工 s 


Qu; 2i 
-二 一 十 — * + 
s ^ aqa qx gs Oly 


ri y 0y; Ou. 


am ICE) AE) +( 


Q3 Až; ) 


gas Ofk 


REF Au) 
fga Oi 


2] ] 


(4-25) 


(4-26) 


(4-27) 


(4-28) 


三 x 


3E BE IIJT— GA. Ti, PA RAS WA X EBERT, 
$a (11 0 UI E SR ERE TS E 48 E U OF 3 sy 3s, JX Ab 


分 美 对 以 后 的 全 部 研究 具 
EH * 如 果 加 于 系 


LA RUE, 


& Eg I BUE Wi AE AERE, 


i| EA Api ER 


HIC X &SxGUIISUdnuimurhis Cmpiixxp—-áb 


标 b. a 1A Efa 


2-3 (4-2 ym AER IRR Aers Des Tnm 


MIRME i, MU dpi P QUELS OL Sapi £V 3X dI EX 


« 85 a 


样 情 形 的 力学 系统 为 完全 未 稳定 系统 ， 因 为 在 直 关 坐标 中 以 
及 广义 坐标 中 都 是 未 稳定 的 。 动 能 表达 式 包 含 全 部 三 项 T. 
T; A Tao 

其 次 ， 如 果 在 直角 誉 标 中 是 不 稳定 的 ， 而 在 广 芯 坐标 中 
不 明显 依赖 于 时 间 持 。 这 样 的 系统 可 称 为 半 不 稳定 系统 ， 或 
者 在 广 尽 坐标 中 的 稳定 系统 。 这 时 ， 在 动能 表达 式 中 有 全 部 
LE T ,. T, ECT, 

RE. SHE ZEE s jnrh E SS E A, HÆRS X 
标的 公式 中 时 间 SUIS SEES. MA AAA Sa zÉ 0 Sk, 
ia thA. YEJCTEESD, B.—T.—0, ZAE TARRA 
HG ETT XORBE ds IAO ARR Tao 

Eike, zxbBb THERA TIE: 

不 稳定 系统  T=T, +7, +T, 全 明显 依赖 于 》 


半 直 稳定 系统 "P= P +T tT, 
C 了 不 明显 依赖 于 # 》 


完全 稳定 系统 T'= T, ,Ç T+ B Wik T + 》 

(2) 动能 的 各 种 表达 式 

我 们 硬 忆 一 下 斑 论 力学 中 讲 过 的 动能 的 计算 ， 以 便于 将 
来 的 县 体 应 用 。 

一 、 原 点 和 质点 系 的 动能 


Dimi Ia B 213 
T = ma (4-29) 
HHA a J A BJA bt, € AARE, 
质点 条 的 动能 六 
T = 二? (4-30) 


e 5D e 


Jeri ma 23 52 à 4 ^E Amm R u 为 它 的 速度 。 
、 硕 点 系 在 复合 运动 中 的 动能 
我 们 将 力学 系统 的 运动 分 y 解 为 随 系 统 质 心安 的 平 动 以 茂 
起 对 于 局 质心 一 起 平 动 的 动 誉 标 系 的 转动 ， 则 系统 打点 的 绝 
对 速度 v. 等 于 质心 的 速度 pe 加 上 点 相对 于 上 质心 的 速度 Vir， 
即 


$;—U.rUir 
于 是 系统 的 动能 


1 > 
T = > > T; ( t ; 2 
i 


1 3 m mE: #, 2 x 
¿=l d i=l 


> mib i= S mri ) 
其 中 天 为 质点 在 动 系 中 相对 质心 如 的 泉 径 , 导 质 心 的 定义 ， 
Bzmwuri-O, AHE 


r= Mo + T (4-31) 
N 
其 中 M — 2m 为 系统 的 总 质量 


T= 32muwt, 《为 系统 相对 质心 的 动能 》 
公式 ( 纪 31) 称 为 柯 尼 希 ( 区 inig) 定 理 ， 质 点 系 在 绝对 运 款 中 
的 动能 等 于 质心 的 动能 ( 集中 全 部 质量 ?加 上 系统 相对 于 质 
心 的 动能 。 
=, Aki SB 585 
e 5 + 


(一 ) 刚体 平 动 的 动能 00 
p= Mu (0. 4-32) 
33721 13 335.2 2825 1.1 $21] 1 
(=) 刚体 定 轴 转 动 的 动能 i | 
T— fue (4-33) 
其 中 J z DAHER SMAR, o DRIP A 
度 。 
(=) 刚体 平面 运动 的 动能 
T 一 了 Mo EJ zo) f (4-31) 


Hobo M——-BiHdc ü A RE, o— BJ D IO 38 FE; 
Jez ——Wil Ao EH UD O 3658 CE HORN TRT 05 Bh 05 
$S E o —— -刚体 平面 运动 的 角速度 。 | 
(pu) 刚体 定点 运动 的 动能 | 


T Apt Bet Cr -2Dgr -2Erp—-2F pq) 


(4-35) 
Hob A, B, C 分 别 表示 刚体 对 与 其 固 联 的 坐标 轴 的 转动 惯 
F: 刁 , 媚 ， 了 为 与 这 些 坐 标 轴 相应 的 惯性 积 ，P，,8，*Y 为 刚 
体 角 速度 在 这 些 轴 . 上 的 投影 。 下 面 我 们 来 推导 公式 (4-35)。 

因为 绕 定 点 旋 疤 的 刚体 ， 在 每 一 月 时 的 运动 等 于 绕 某 一 
瞬时 转动 办 的 运动 ， 角 速度 估量 o EJES D, S e #E 258 
体 关联 药 铀 上 的 投影 为 了 2。 ， 了， 它们 与 欧 拉 ( 有 alsr) 角 的 
JEA C H 4-1 323 

e 88 。 


图 4-1 


(4-38) 


poi sinf sing + 6eosgp 
q— y sin6coso — Üsing | 


q ib Cos 0 + @ 
刚体 内 质量 为 ma 的 点 Mi 的 硬度 六 
p =0XOMi= (qoi rib c (rz i po 
tO pyi gri)k 
Era rí, 2; 23 £3 Mi ES Rl Hg pe e ez OX, F, Z rH 
的 坐标 ; ,了 ;下 IA 2E phn mde ar. BAERI PE IIS SED 


T — Xouvt — y m gary) 
trn pn)--pu-qa)1 
=L Zm {pytt Gibbs) 
Tat(xzicgyil-2?qrgisi-2vrpstux 2 pgti 


Bp m4 REA GEI 


e 38 y 


C = armailt tyi 35 D= 2340 2, (4—37) 
Ë = Eiti F = imiti 


十 是 得 到 (4-35)。 
(T) 淹 体 一 航运 动 的 动能 
站 | 体 的 一 般 运 区 可 分 . 理 为 随 质 心 的 平 动 以 及 相对 质心 的 
转动 ， 四 此 动能 为 
T— Melt S CAp Bog+ CP —2 Dar -2Evp—2 F pq) 
(4-38) 
{六 》 刚体 系统 的 动能 
-如果 系 统 由 许多 刚体 组 成 ， 则 总 动能 等 于 各 个 出 体 的 动 
能 之 和 。 
HEXR. EX ERTA (4-29) (4-35) 01 K (4-38 I Ex Ye C 
dB Xen. POX EEUU. 
(3) 动能 计算 创 题 
£I. 质点 在 平面 工 运动 了 时， 以 极 坐 标示 示 的 却 能 表达 
式 。 
WE. 设 点 的 质量 为 名 在 平 商 生 忆 DERART, 
如 图 4-2, 将 点 的 直 雪 坐标 (zz y) 
WER ORE, BU j 
M (2,9) 


z-—rcosQ, jy -—rsinà 
将 (4-39) 两 边 对 时 间 P GORGE. 49 
t= T cos — rÜ sin 0 
y= sin -+ s cos 0 | (4-40) 0 
所 以 图 4-2 
. 90... 


L+H = (Toosg-- rÜ sind Y+ (? sind -+ +ë cos y 
Pau) 


T =m t: + eS) (4-41) 


$2. I A AER TERA ÁI AE RIR Ao 

解 : UEA RIE RED ms 
Hopssdn(nr,eo,09)92u 
4-3, 其 中 站 为 回 定 点 总 至 
AMPER, p AZRE, 9 
HERRA. FEAM EE 
AEM., y. 2 HPR 26 SF 
图 4-3 r,9,0 3:5, Ep 


z= r sin Ü cos g 
(4-42) 


4j -—r sin P sing 
z = r eos 0 
将 (4-42) 两 边 对 于 求 导数 ， 得 
¿=+ snÜ0cosgp+ rÜ cos 0cosgp— rg sinÜ smo 
jansinpt rheo 0 snp + rg sng eony | (4-435 
á— T cosd — r sin d 
因此 
bin 
质点 的 动能 为 
p= T m( Ft HO in ) (4-44) 


DII. 质量 为 办 的 质点 无 摩擦 地 在 -一 平面 下 上 运动 ， 平 
€ 9] >» 


男 呈 通过 一 固定 御 线 《 Z 3 STIS H dde AUEM 
xa BE Subs OZ 转动 ( 图 d-d), 
XR Ju d ES BE S 
M BO 2 am & ORI Z 
合生 OZ EE EE, CET Y OZ 为 
HIE, #H OX XE. 在 平面 总 与 平 
LA OY i L EX— TJ 8g O F. 
FOR S OX EHI,  £=0 RF 
0=0, J- JE =o, qu A03 7; 7g 


E 4-4 Dom (4-45) 


36 ya M S 5 pp ba ZR dE IR ED Dy REC4-49), np DLE 8 E A 
粮 定 的 。 由 于 有 约束 (4-45)， THU HR REITA BLUR. H e M 
TiTi OZREN XOY FBY H IsO, B 
HEDA pov moz BUT MO E sx M WJ hu er 

SA ADJ E ih E.g. Hr, 2 RI H 


rea = rewi 
y =r sin f= rsin wt | . (4-46) 
z=% 
TEA 
Æ = T COB wi quo SID of 
g — T sinc + roco oÍ | (4-47) 
光一 多 
四 此 
ELH Y 十 22 一 P2 r e? + 22 ( 4-48) 


可 见 表达 式 (4-48) 不 是 广义 速度 ?总 的 齐 二 次 式 。 因为 约 


> P2 œ 


未 是 不 稳定 的 。 但 动能 表达 式 中 不 明显 地 依 顿 时 间 上， 如 前 
有 i 述 ， 这 系统 可 称 为 半 不 稳定 系统 或 广义 坐标 下 的 稳定 系 
统 。 

$4. 一 系统 由 两 个 长 为 二 及 所 的 均匀 村 组成， 长 Hh 
的 杆 之 一 端 固定 ， 另 一 端 与 第 二 个 杆 冬 楼 Bl 4-5 ), 两 村 


图 4-5 


质量 为 mi，ws。 试 求 系统 在 铅 垂 平面 内 运动 时 的 动能 。 
解 ， 此 系统 由 两 个 刚体 组 成 ， 长 为 hi 的 杆 作 定 轴 转动 ， 
长 为 也 的 杆 你 平面 运动 。 系 统 有 两 个 和 由 度 ， 取 两 杆 与 铅 重 
线 夹 角 0,, 0, 因 广义 责 标 。 两 杆 质心 的 坐标 为 (2 55) Cay, 
oj)， 末 标的 动能 分 别 为 
1 


T'— 5 J 61 , 
pol 24250 52 1 . (4-49) 
T — mui yi) 十 cd 
T [QV 1 
J= gg "nbi m vy 8 mibi 


4 5; 


1 
Jo 37i 
HAMRE BHO MGKERGS ED. SWR(4-49)3:79 E 
En. POXGEBEBU IX. EH 


247: L cos, + 2 cos, ) 


I (4-50) 
S — I, sinl +-> ein 8, j 
TiCA-50 R ¿ ny, #* 
ë, = — 1,0, sm 0, — 56, cos0, 
| Ls (4-81) 
Ya= Ld cos?, + 72 00080, 


Ps HE 


4*4 qqh—120:4 s. il, Ó coe (0,—0,) (4-52) 


à 

我 们 注意 到 为 求 得 (4-52)， 也 可 用 几何 法 直接 得 到 。 第 
速度 从 作 ， 两 速度 夹 角 为 0. 一 01( 图 4-5 )。 RAZEM, 
RE 


TENADAS (550, +24, 0, 520, c08 (0, — 0) 


TECA-52) & SEED EL Si SIN A (4-49), f 


2o 1 1 
Tr =-= pmi 
T^i m | 61 L2 1,150.6,005(0,—0,) | 


+ ` Tama li 
于 是 系统 的 动能 为 
T = T+ T” 


-人 ra 


t meli 03 十 m, I, 0,8,8, cos (0, — 0,) i (4-53) 


2. 广义 力 的 计算 
广 飞 力 的 计算 可 接 其 定义 (2-8)， Bh 


N 1 Qv. yi HET: 
Q, = E-t FÉ. * L F; ) 4-54 
9 >( in dds dd gs k qs ( 2 


但 这 样 做 ， 往 往 并 直方 便 。 

MTAA. WARED iE., M XHEP disgos 
Qs TEEI yz J i e R RRE hr r, Ho gu 
0, MEA Gds 一 0(s Ahh REEDA 

4 一 0645 一 总 xz005 
于 是 可 求 广义 力 


Š A 


(4-55) 
qx 


Qi 


下 面 人 誉 例 说 明 。 

B5. RARA IRA X. 

解 ， 我 们 先 按 定义 (4-54) 计 算 广义 万 。 将 力 P=ng 投 
影 到 固定 轴 ON OF, ROZ L, A 


ËF = 0 
y= — mgsina (4-58) 
F= — mg eos a 


由 (4-46) 得 


2 a 
Br COS wÉ * Ən = SİN eut 3 2.70 
2n 3yo , êz uL 
ez ^ ðr ”dz 
TIR]! X JjüygxE X((4-94) (4-56), (4-57), i8 
Q = Paat Fyz Hy P. 75. — mg sinasin of 
tQ = F Fea Fy + E T — mg COS o, 
(4-58) 


其 次 ， 我 们 用 求 虚 功 的 方法 来 求 广 义 力 。 
假设 苔 质点 一 虚 位 移 z, MJ 于 =mg mx 


A, = —Tngcosasóz 
由 
ur -geons 
假设 给 质点 一 弄 位 移 ôr MA 六 = mg 的 虚 功 为 
Ar = — ngsinasincoiór 
i à 4 I 
Q.— TI = — mg İN æsin wt 


H. 求 本 池 例 4 中 的 广 闵 力 
AR: 首先 ， 控 定义 (人 4-54) 采 求 广 居 力 。 力 P=mg 及 
A P= m,y EAU E TS 
E e= mig; E g= Mag 
-f 
F y=} , Ty=0 ; (558 
注意 到 | 


+ 96 e 


LA -h COS " , Ni 一 9 sing, á $ 
及 表达 式 (4-50)， 得 


$m o h S h 
i 7 ying, 20 ^2 eos g. 
S 9 Öl 
a M (4-860) 
r, _ — Cn EN i 
80, Un i, Sin ñ, s "dé, i 90980, 
Ar, _ ds - e. Nr 
J 一 3 Mn Vs, Qé, "$0, 
TECA- 53) (4-604 A (A-54), [HEP 
: O3, © OH D 03$ + ÖH, 
Q= 一 E Eigg t Fu + Pagg 
= —m,g sin 0, — magh, sin 0, 
Jre 
-—Cz (4-61) 
. € x - @x, Qu 
Q= Firag, + " * Fg Prag, 


一 一 mgl. gin, 


Hk. HARRYJA IEA X7] Q. Qa 
— Hë tz 3⁄2 00,50, 58,—0, ju] 7] P, ^E BE E, {x 
J P, {FEH 
8A,= — mag sin@0,80, 


所 以 


. OT . 


Gii- ERES 00,0, 80,=0, Wi P, OMAHE 
sin 0,à0,, P, ERARE ETE L.sin6,80,, HEDA 


84,— — mg $+ sin 0,60, — m, gl, sin 6,80, 


一 一 A Tom. Jet, sin 6, -80, 
于 是 广义 力 为 
Q= —(-%' +m,)gl,sin0, 

3. 拉 格 朗 日 方程 的 显 式 

我 们 将 第 二 类 拉 褚 朗 日 方程 写成 显 式 ， 这 和 河 于 以 后 前 基 
ES RH o 57 E BJ, 

JESH, 1512 KK py S T 

=% 20 . 8 (4-82) 


于 是 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 (4-213 成 为 


a| (T )=%, (4-63) 
dy Fi ( 4-26), 
g CT ) —85 (C T.) H- e CT.) + s CTS) (4-64) 
HARA 39 85 ie XX. € l y B] + S SSCT.). s,CT) E 
8s( T4). 


Hi(4-27), 我 们 有 
| $573 (3 Ad, + 23 Ásm Gm J- 24d. 
BAA Ars Asr AHE, 

e O08 .- 


n . "^" 
d 01, X A. Q, + m M ALES. dd, 
=] k=l Mrl Cm 


dí od 

dis aĝ 
xi ot k 

aT, _ 12, 2.04, 

各 zb og D 

ji 0 e 1 n" " 
_ (9 X114. 4 . . 
88(1,) — (2 3à, -a TA 25A mdi 


c xy Ars 1 9A 
= A 4 + D MCI Wd. 
k=] m=] qu 


O94. Ra 


yi B REA, SM 
>à > 2 Lr q, m =+2: S ra 二 一 = 一 a ) q, m 


iX HT pd k k, mis]. F 


1 Odts | OAms. — a e idm 


iy v 94; 
加 > > gm ddk 


$=] 
一 名 Dik, misliim (4-86) 
Hp El | 
lí(8A,; , Ams — (1-67) 


一 一 -9 Tq. 


[5,m,s]— TET 


ZE AJ T'8 rt K ak T, BJ 2 #k ME BE HUGE 28 e E Eh AA 
4 QU > 


rr 


n T n - 
， -本 "P - — á - 
ea (1 2:27 Z A sd. +2 = [mis] ds 
= E 


CEP. - 
eI FE q, (4-68) 


RERI 


T _ 9 Np 
s |l | )—= (£ Si, ög; je kÜ x 


ED? -3 ER 


a k= 


n (4-693) 


RR i E 


—-9B, 9B; (4-70) 


FH CRISI PR AE RE 
0 y Ya tta "Tin 7 
LETE. Ü “ Tin | 
Yars Yars» 0 | 
Ysk 斩 之 为 比 虹 系数， 而 表达 式 


(4-71) 


T,= —EYad: (4-72) 
J53&J X PERI, 它 的 项 Yers 是 陀螺 力 。 
a, (T) = = -T's (4-73) 
$5(4-68), (4-73) A HE 3E TH ESO T1277 $2 (4-83),. fii 


s 100 > 


fi 
PIT 十 这 > T. 718] Gu 


或 者 
£4. t 2: 2 U0,mi8] di 


ú ， əf, 8B, ðA, ， 
于 


(8221,2,---,0) (4-74) 
和 "— BH H Ea est, IEJ ERDI 
xU FLS J E M, 

MU E Z P e EaR, TAT $. MICE 74) 
应 为 
> Ayse + pai cM. LEER dm 
aT, 


—Q ED LA 4.73) 
Qs EN ( a 
(8=1,2,. T) 
RRE EJEN. FU) F =P MjJ(A4A274)18 A 
D A Q, + m Tifk, meddn Qs (478) 


《8 一 上 ;2 pn) 


第 三 节 Jjsa36 PR H 2 3Z J B) 2 Fl 
在 这 一 节 我 们 举 出 一 系列 例子 ， 甫 第 二 类 控 格 谓 日 方 各 
e 101 « 


来 建 证 运动 微分 方程 。 应 用 第 二 类 拉 档 朗 日 方程 解决 具体 问 
x Bg, CK mxpeixikün F 2|2F E; 

(1) HH A £, 2 08 SE PILAE P Pt FA 98 394, E ËJ +ñ B ES YR AC 
PR TY E PL H FF, PAHA MAU XA Wn, ASME É& se p, 
得 得 好 会 便 问 题 处 理 起 来 比较 方 使 。 

(2) 将 动能 表达 成 广 久 坐标 的 形式 T=T (ds, ds» $)s 

(3) 写 出 广义 力 。 

(4) T$ Qs, 全 代入 第 二 类 入 格 庆 日 方程 ， 得 到 % 个 二 阶 
常 微分 方程 ， 再 由 2n 个 初始 条 件 解 出 运动 g. = g (5), 

我 们 注意 到 ， 第 二 燃 近 格 关 日 方程 适用 于 驳 面 、 理 想 、 
完整 的 力学 系统 ， 而 不 论 稳定 与 否 。 

$i. 我 们 建立 上 节 例 3 中 半点 的 运动 微分 方程 图 4- 
4 >， 计 求 其 解 。 

NE. 取 质 点 型 力 研 究 对 象 。 如 上 上 节 中 指出 的 ， 这 是 一 个 
半 不 稳定 系统 。 选 了 了 ， z 为 钼 义 坐标 。 将 点 的 动能 表 汶 广义 
坐标 的 形式 (4-48)， 即 


T =m p riot P) 


Jy X33AC4-58), Hy 


(Q, = — mg sina. Sin cot 
Q= —mgcosa 
RARO ARH A y E BJ Pk M], JETA F YL 2L; 
OT mf, ST 8 
or 22 
T omor, E _ 
Ór ` | ea 
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d REGRESO ZRS [1 7; gu 


d eT T o 
di r Ar ú 
d oT oT o 
dé ð ôs 7 
成 为 
TAY. — moy = — Tg sina * sin cd 
TAE — 一 m gcoS a 
或 
f — cr - g sin e sin aš (4-77) 
Ë= — gcosa (4-78) 


我 们 来 积分 方程 (4-77)、(4-78)。 设 初始 条 件 为 上 一 0， 
z= žy Z=, qp, =T 
方 种 (4-78) 容 易 积分 ， 第 一 次 积分 为 
E= B — gt oos a (4-79) 
再 积分 一 次 ， 得 
:= A+ Bi —-gttcosa (4-80) 


RHEA, BHRR. OPE O, #=š 代 A (4- 
79) 使 得 B =z, 
Ff £= 0, z==z | 代入 (4-80}， 得 
A= Zy 
四 此 
z= 24 ÉL gt'eosa (4-81) 


现在 积分 方程 (4-77)， 这 是 一 个 非 齐 次 方程 ， 易 见 其 特 
解 有 形式 ; 
p 103 " 


r= R incut 


TpETRHERINACA-T7), HI 


— Ko sinet —o?K sinat -—5sna*&smnos 
因此 
=J si 
K 97, sina 
(4-17 YI p IK E TR T — ar =Ü 的 通 解 为 
r= AUC B e mt LE sin asinot (4-82) 


HERRE 5 
F= A,oe2t — Boe "t + S sin z cos ot (4-83) 
ut 
XRize0, pr. (SA CE-8Z), 并 将 5 一 0 ,个 一 了 TSA G41-89), 


Pla A, 十 B, 
T = Ac — Bot S sina 
Pm 


由 此 二 代数 方程 解 得 


Ün 
) T g 
B, = lt. na 
017792 2 to loj 


将 上 时 Ais B, [ç A C 4-82)5, 便 得 


T T. g - ) t 
= | 一 一 一 一 一 一 一 Qn dq jE 
d ( 2 + Žr) Azo” ; 


m To , 9 i "E. 
+ 2 Z5 + $w sina) 


. 104. 


-十 sina sin ci | (4-84) 


TR. (4-81), (4-84) 8 一 o BUR SLE SURE S 
92. 我 们 研究 单位 大量 的 自由 质点 在 球 坐标 (7 , p, 0) 
中 的 运动 ， 它 有 形 如 


p MP 


897] EX, Ron f .,.g9.Ah EORIEDN, ixU6 VUE S WE SE WJ B. 
有 连续 的 导数 《 这 个 问题 称 为 “条 人 埃 问 题 ” >. 
ME. 单位 质量 质点 在 球 坐 标 中 的 动能 《 见 4-44 ) 为 


T -— T? 十 信人 + pg sin*8) 


POXOLROIEGNOS I AIRE Mn(4-85), ju 


atr Aq) 
-各 -ro - Mo] 
QU 1 2h(g)eos 0. 
Q. = pma O EDT] 
oU _ bo). 
Qs Op —qisn*óü 
接点 的 第 二 类 拉 祝 朗 日 方程 形 如 
a T OT Q 
di Ər âr d 
d 8T e" z 
—— =r = .——....- j.-8 
d OT _ 21 =Q 
dt a 2o V 


eer m 
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OT ong, 2 Puar, Sl qe gr sint 6) 
'or | ? di aj ôr 

bT _ a 21 _ M) + 2r Ó 

26 =r, q: 20 T 

OT apta OT asina. G 

56 =y 0 sin 8 cos, oj T 9 

2 OT aptent + rfo sin!6 E p! o sin 20 

di ó | 

oT _ 

E 


将 广义 力 、 上 面 计算 的 导数 代入 (4-86)， 便 得 
F — (2 -+ ot sin*) 


2 hlp) . 
—jG) HER (4-87) 


r Ë + 2r 70 — e? bt sin Ü coa 8 


2À(q)e088 I 
=a 9 0- ee (4-88) 
v! sin260 + 2r b sin20 + r oi sin 20 


~ tsin h 
方程 (4-87)、({4-88) 及 (4-89) 是 可 以 积分 出 来 的 ， 条 分 方法 
3H: 
23 TR (4-89) nf EA 


s s h'(q) 

gin in E02 
* 1 d oa 
-F 3:0 sin?*8]*-Rh'/(p)gp 


+» 1085 = 


E . 
dirig sin*8 * -d[ZA(g)] 
Bic. d 
rot sint 2h(9)--20,. 
其 中 C, 29 FR U 26 28 E ph BD E. 
2j T&( 4-88 y HE 


Srt) — d sin 8cos0 


Uf ， — 2h( qp) cos 
mi 9 00-75 


将 (4-90) 乘 以 -2SSG a qn 


T? sin 8 cos 0 + Q> 
_ 2h( p) eos 0 " 2C, eos g 
r^? gm ° 09 r? sin 3 好 


考虑 到 (4-93) A ER( 4-915 T 45 25 
d ;. .2€0,c088 — g'(0) 
di (t8) y sin ys 


将 此 方程 疯 演 问 乘 久 30, iu 
250 ,oA  2C,coS8 4 y 
63; (0709) — ug 0-9 (08 


或 写成 

rr) + (LO) S cay] 
积分 之 ， 得 

ebd t 


(4-90) 


(4-81) 


(4-92) 


(4-93) 


+ 107 5 


Hh (G, 7H 35 UHERIEUSS S. 
现在 将 (4-87) 商 边 同 乘 以 TT，(4- SDAR y (4- 
RAR p. REMM, E 

F? + r200 + yf Ü: + rt gx sint 

+ r p2 sim 20 + rigi sin 0cos0 


. oU QU T 
= 小 FP 十 o- óp | + 8-—-— 
y HII 
dT — dU 
di dé 
和 分 之 ， 得 
T — U —const 
T (t da tQ * sin*0) —f(>) 
q(0) hep) | 1 - 
Aag (4-94) 


其 中心 为 积分 常数 。 
iiig(4-93), (4-91)4& A (4-94), Jen 


rT1-—2f(i )- st +O 
ES] E 
drog / afery 2Ca 4-95 
di + ET j + ( J 
&i4R(4-0bobuERT, LAPID MA Ca ZARRA BAr 
Bri. T 


pF 
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方程 (4-93) 可 写成 


SPD EN 


n" CRH 
"TUN d 


———MÁ——— 
ru HOR + O NE COS RM +O, | 


PAS SUELE, 0 K ¿yw 3 C. ZARR. GP 
得 等 式 相 对 昌 解 出 并 考虑 到 了 = 一 人 t 我 们 得 到 
0=(f( š) 
0 4-90),. (4-85) 38 A 
dg Lov PA Op)T2O, 


dé 一 r? sin? 
£ 7 p? 

由 此 得 
9 
v h( p) + C — a 7 C 

(p) t C, sin*8 /9(0) - 45 t O, 


BIG, XEüjlkige, 0 ERDER 0s 之 间 的 关系 。 Ph 
FERIA PAH. AERA 0= Ga EDS | 
p=H(i) 
前 面 提 到 的 常数 C,,0,, Oas C,, Cs 及 口 可 由 初始 条 件 
$43. HABEREN m, ETME D. H S€ — 5h Fi 
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E HAKH hu。 弹 链 在 平衡 位 置 时 的 长 度 是 了 了， 刚性 系数 
2 e, SB S E Ib. ORIRE tr sË 
MASAA E HORSA EAR E f 
的 运动 图 4-6 )。 

B: 我 们 取 质 点 型 为 研究 对 名。 
OM PN TE FREZE, DG a AJE s jn (=, 
0)73 X SEES. Mamei 58 — HB 
HI) 

T =p mtrt) — (4-96) 


MAHET X3] Qve,Qo. JME 
i^g a — Aet PE BU EE a rA, 60—0, ARA RE 
TU 23 


ô A = Pcosüór-— Fôr (4-97) 
HAPHE, FARN., WENER DETERE 
Hite  SETEZJ RIA mE E = a 38 LEE E o 
因此 


#F'=oe(r—l,) (4-98) 
由 平衡 位 置 弹 簧 长 为 +， 有 
P=e(1— is) 
因此 
ji? 
c 


» 1104 


将 此 五 代入 (4-97)， 得 
8A,—( PcosÜ —er- ch — P)óT 
因此 


Q, = =P eosg—ceyr+el— P (4-00) 


4 26 RR — Ry ER HE br 4 00 0, Br-—0, jXDBF3J BJ z Zl 
LA 
gGAg— — P ginÜ-róg 
故 


q — e = — Pr sinp ( 4-100) 


质点 的 第 二 类 拉 格 闭 日 方程 为 
à (OT - aT — o. 


dt aF Or 4-101 
2(25.)—2T =Q UA 
di* a0 20 . 
由 {4-96) 得 

eT _ : d aT _ $T områ? 

QR 2 — di Op Br? 

"I T " 

el =, 08 Ene. 2neió, 

"Nu 

BW 


将 这 些 寻 数 及 广 芯 力 (4-939)、(4-100) 代 入 (4-101)， 得 
mf —mrÜ*—Pcosü—cr- cl — P | 
mrt + 22 T Ü = — Pr sint 
EAH P =%g, ETAS 
. 111 = 


rt geos8— S. 十 二 mi 4 
(4-102) 
r1U -+ 2r r0 — — gr sin0 
A EE dA, < 
Ti 
e=] 
JE p BTA H J P für E RR E. -FAIEGLTC102)3 3875 


ö—(1+p)jt=— — p (1 — cosp) 
(4-103) 
(1-- p)8 +260= — f eine 


Jj T( 4-103) Bn Pg OR PA mhi oy 75 TE. 


于 面 研究 点 的 小 手动 。 在 小 振动 下 ， 8,06, p, ó JR 
是 ， 于 是 (4-108) 可 线性 近似 为 


6d —p-0 | 
(4-104) 


c 0-0 


方程 (A-1045 H, WEE PPT3 3&5), MEE] T E 4r Ml 23 
[Edi 

$4. 一 平台 放 硅 粗糙 水 平 固定 面 上 上。 在 平台 上 革 放 一 画 
往 。 尝 陪 时 存 玉 台 上 加 一 常 力 F, 此 力道 过 平台 重心 并 通过 
EEE GEY E F hua, BOLA E i F E UIS SJ Hi Të SSJT 
忽略 平台 的 厚度 【图 4-7 X. Eq: FRE P u: HERP, 
BRAR SE ë E gmEpEGCmIBIHBBESECRERE ka. AWER 
绕 的 去 动 。 | 

. 112 ° 


NE RESSAUT R. ES ESE SD, quie 
A BAS. BX Y Ca E D Eh % ， 加 柱 重心 租 对 于 痒 és Hü 心 
I Pn x, URAR Y GE an JH e gr x A4 dU D 
He DKppERSÉ 6272 S ik ha BN u$ 2 IJ 8 2 Se 96 e 
BR 2 | — Reo , ANE, Z rtr pi A B h IZ, 系统 位 置 由 两 个 独 
ES EF 


(i S Ës Fa — ty 


首先 ， R A ASA RE. CE É; VS BJ 5) Rë ZJ 
mr l PI k: 
T = 275 ai 


Iri E: 3E 3283) 85 EB Ge S J CBAR np 4E ICD BO 20 f BU LARAS F 
Wb texbügzbüb, H 


1 P, t 1 P. )ç 

a ES 3 pan z 

dins zz, 9 
=; T Gode udi 


+ 113 = 


关上 此， 系统 的 动 甬 为 


T =T Tr ata. gt rl EST 
J g 


+ z d.d, . (4-105) 


HR, RIGHE XH. 

为 求 出 广义 力 已 ， 我 们 给 出 特殊 的 虚 位 移 6x = 0, n= 
0， 计 算 扬 有力 的 元 功 之 和 ， 并 把 摩擦 力 S—CP. P) M 
PEJAH, FEA 

ddil SH E nS LLP + P,)h+ Fl 
EE XJI 

Q == (P, +P, + F (4-106) 

ARH X23 Qu. RHH HH HPR x YE óxz = 0, 
Or, 0, A ARH E £ TAa T n RS SS az miei 
不 作 功 ( KE — B 4 2U SE, SLAKE, 2(8) ) 
9.,—0, [EAE 


Q,—0 © (4-107) 
BUG, SSH STARIM HS 

a oT OT jg 

di od, ðn 

d eT eT (4-108) 


di of, Ox, 一 地 
将 (4-105)、(4-106)、(4-107) 代 入 (4-108)， 便 得 
Tera + t= (P,+ Pb F 


p 4 P (4-109) 
2 » 


由 (4-109) 第 二 式 解 得 


T 2 .. 
f. = 一 yE, 


将 此 式 代 入 (4-109) 第 一 式 ， 福 
z = 31A TOP E P) 
3P. + P, 

例 3。 质量 分 别 为 mi, na. ma 的 三 个 均 质 南 $€ 如 图 
4-8 所 未 。 给 第 一 个 轮 以 力 短 M ,, BAH F. BS Z 7) 3H BS së 
对 和 值 等 于 型 。， 型 ,。 求 每 个 轮 的 角 加 速度 区 每 两 轮 间 的 作用 
Je 


g= consi 


解 ， 取 三 个 轮 为 研究 对 象 ， 系 统 有 一 个 自由 庆 。 选 第 一 
个 轮转 前 为 qu, DER. 8i L—-CiÍb8ygTOf 


s 115 + 


— i 
Pa p! 
HH ffi pAn gs 5 p HAH. # # pIa gE A 


17/1 . izl yi. 
T=z(y mei pi ah mri) C 91 ) 


=O +m, + mm) ri gt (1-119) 


HAS LH Q, 今 给 第 一 办 以 碟 位 称 S59,， 诸 力 虚 功 
之 和 为 


84, — MiB, + -2 Bo, ) M, «(A öp X — M,) 
-( M,- M, — M, 7L Jp, 


因此 


_ QA uw yio yr Ta 4-111 
Q= Mi M, M, ( ) 
第 二 类 拉 格 朗 日 方程 为 
3(2T). 2T — 
ai eg, ég, 


L 


2FC4-110), (4-111) fV A, p3X, £8 


l (mm, mri$;- M,- M, TL M. EL 
2 Ta Ta 


(4-112) 
jt, S --f6 fnis BE 


. 116 = 


2 ( M, ~ M, TM, ) 


— ZA — z ja - 
m 9 (m dm mri (4 113) 
Tu $E — $& 3t 88 — 46 En] PR AT GR DRE +> BT 
8,— —78,, — 84 gi (4-114) 


Y. Ps 
ADERI—. BORRE, RAAR HEHA 
Ro CADSR X Sy BU 28 


1/1 。 
Ty mai jót 
Q= M, — Fur 


其 中 PF. 为 第 二 加 对 第 一 轮 的 作用 力 。 因 此 第 一 轮 的 拉 格 朗 
日 方程 为 


1 " 
> m rip — M,— Fun (4-115) 


RIICQEHURHICA-113), 38 


F =. Um pmi MM. OL HO. (Hat) 
al (m, — ma + Tn), T2, 十 2772, F- 074 Ta Fa 
(4-116) 
FE CLR — £6 XT SR. CARM E 13 AFEN 
i " ， 
masta = F aara M, (4-117) 
Bg3eqm CA-1145, (4-1135, T4 
pono m M oma 0 ( M, _ 8M, a.) 
227 Cm, FP t Mara 十 ( 4i ; 
TER 


aIia 


lê. Mhm- -y 
C 图 4-9 )。 RDE 为 m, 
BI Z BE BE HE jY 73 IEP 5: DEREN E 
为 "a, 用 长 t IRA BIB TIE. 
fr 445» $BS SHIP EE. H 5 78 tH 
峡 相 联 的 轴 是 转动 。 不 计 杆 芍 质 量 ， 
试 求 椭圆 探 运动 的 微分 方程 。 

EE PORI, MERAMA HZ. 

图 4-9 AW RANK P RT BE 8, fuck 

想 的 。 系 统 有 两 个 自由 度 。 取 请 瑞 中 

DEREI y RI AB + xF ARA EAr X55 n. 5x 
计算 系统 的 动能 。 

iH Ek: Br] SL Bë ES JN ER A9 nf Bë oy BI] 28 


T = y mj? 


Tr= mV lo sing)*- (g + LQ eosq)t] 
困 上 此， 系统 的 部 能 为 
TT T" = Cm +m) +- mp: mipyeosy 
(4-119) 
AUR, WAN XX F, 
着 给 系统 一 虚 位 稿 Ou 0, 0p—Omp, JJH Z fuv 
GQ; = Ü (4-120) 


Np AREE HBnEO5y—0, Sg 0 HF, H w g 的 虚 功 为 
Š Az ə— —m,gisingóg 
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条 统 的 第 二 类 拉 格 关上 日 方程 为 
d Ən T jq 
di gy ey y , 
d ər eT (4-122) 
CAR e 


TX£CA-119), (4-120), (4-121545 A (4-122), ES 
Í (mi tm} + m l beosgph=0 


Mito 十 m eo 2 — — m, gi sing 


S (Umi m) +m lbcospy =0 | rac 
lo 4-4 co8p4-gsing =Ü 

$jr. MRE i, Pim ma8TT AC BC, ER Ata 
5P tni — MERER 02 不 受 - 靡 扩 业 策动 ， 并 可 绕 此 直线 
FE JJ; PINE N isli. nU)füz AC D=2, #% 62 O Z sh 
E f Q MIHE z= O DƏ DS ABI 29534, 在 开始 
Bj = Pas J- 0, z—u., Q—0, 0—0, š=0, REAR 
运动 。 

R: Bir AC. BO 为 研究 对 象 。 系 统 自 由 度 是 二 个 。 
JU in O p z ( Bi4-10 >, 

ALEF n S P J Sp, TAITEET a S S rH 
4E D GrZ E DU E 26 8 Cat SHIS RE. 到 国定 直 骨 华 标 系 
QAN Y Z. jj udi eg r OZ B9. FrAC Hi 


= 119. 


图 4-10 


Eat D ES ERJ 
mo EM sin 8, 
i 
Ye 7-5 C089 cos Q, 
Ze,—2——4 ging, 


fr BC 的 质心 c, 的 堂 标 为 


Ee — Ecs Yos uis Ze. d- 


因此 ， 


Oe =u YY, 


=(—— sing sin? 4, 6cospcos? ) 


+ (—L$ sinoeo 0— LOo0psind ) 
jg p sing > 2 €08 p si ) 


. í. a 


e 120 x 


= 二 . 
p’ + 16s cos 2g R6 Lz ogg 
ve zi t Yi L 22, 
=t gp? EC ip izqcosg- st 
ir AC HEME DRE aR Er E to Sh 5 em, ecl 
REA —Ósinp, p, cosp; 对 这 些 轴 的 转动 惯量 为 9 ， 


mit, umb. fF BO 有 类 似 的 情况 。 因 此 杆 AC 的 动能 
为 
= mv 十 LX inh jo? 
Hn uso 


fr BC 的 动能 为 


1 
T'—— mU, + 5 p je: 


系统 的 动能 
T—T Cp! mipi B dteone+ 2 : 
(4-124) 
0, BE DIB)oEISEGDGE, gh 
(y = 0 (4-125) 
He tE hz is og = 60 = 0, O40, HEJER 
+ 121 


Ó 4, = mg: + mgóz =2mg0z 


PI IE | 
Q, = Z2mg (4-128) 


BLS IH E ra óg—oz=0, óp.0, MANENT FA 为 


3 A= mgl — cosgqóg ) mg (i COS pÓq )- 


EA t 
Qo 0 (4-127) 
IR SE BS SS — 35 br Bn HL 75 LS 
d er eof o 
di ¿2 Oz — 7 
d ər oT ` o 
di Ay ay c» (4-128) 
d Of Oi 0, 
(4-124), (4-125), (4-126), (4-127 4X A (4-128), (ETT 
238 = 24ng 
H mig + mM 6s cosg sin o —0 
detta] 
E= g (4-129) 
p+ Ê singcos p —0 (4-130) 
Z (Boos p) —0 | (4-131) 


筑 齐 我 们 求 方程 (4129)、 (4-130), (4A-131)65 H 2, 
mO4-131)E piiat š == 0, Z= gs == 0, 积分 得 


+» ]22 9 


= = 1 £ 
=Z, 十 2 gi 


B-131) 82: f8(6—0, B=, pg) 
6 cos*q — 0, cos p, 


因此 
t 
=a e 
将 (4-133) 代 入 (4-130)， 得 
s RE mo 


为 积分 这 文 一 方程 ， HETA 


pIp=— 01 cosp, ae do 


cos? 
IL. 1 
up e 61 pon gy POP p i 
注意 到 初始 条 件 4 一 0，g9 一 po， 中 一 0， 故 得 


ÇQ, = 8 $ COS E. ———————— 
jo P372 608 5g, 


(cu E e i 
X cos*g,  cos*g 


Kae f 


(4-132) 


(4-133) 


(4-134) 


9 i23 a 


cos p, pe f 1 _— 
CoS TP, — cos*g 
(ERE. 
=+! N Sa wap.) 
~ cos go dr V1 (ng y 
Sin py 
=i F 
一 十 一 1 —arosin (ER )| 
9, cos q» SH P / ip, 
s+- amsn -se -5 ] 
Go COs po Sin gp 2 


HH (4-134)30 eospz»c0sq,, X. (pp ; 因此 上 


式 应 取 “ 一 ”分 ， 即 
i=—— awsin( sin p )-5 | 


D, COS wo gin p, 2 
或 
mo i (ng X... 
5 amo sin ( m) (B, eos pe 


ERAUR, £ 


sing __ š 
"Sino, cos ( # Ü), COS py) 
于 是 有 
sing — sing,cos (if cosg) | (4-135) 
最 后 ， 将 (4-135) 代 入 (4-133)， 并 积分 ， 得 
。 Š di 
6 cos*p, | —— MP — 
°] — sin?q,eos?( £ Ë, cog qp ) 


. 124 + 


t 
= Ó cost, | — H 
„E+ sin g,cos(£0,cos o.) 


t t5 
TR NE 
, 1— sing,cos ( £0,008 pu) 
4g( 7 Ó,cosp, )—u, m 
s 14 sing,oos ( 10,06. p.) 
一 cosz( 7 Ü in*(-5. 0 
== > geosq, |+ 8n ES sc0s po ) 
. š : | 
T sing, | cos + (4. Ü, cos po )- sin : (5 0, cos po )] 


= + sing, )| 1 + I | 


1 1 + sing, 
. 2 1 
d= -一 — —Y 
Q,cosp, ttu 
因此 第 一 个 积分 为 
1— 1— sing, *ig( $ 


TREES 
— [ JL sies Sese i Å cosp, )| 


TM 1— sing, 
AE 
=: t PE € | | B J 
Ü LI" £ i x Sing, tg( > Ü coa po 
l+ sima. š | )] 
“t 一 ü - pe 
+ arcu |. 1— sing, V» Q a COS yn 


BH gói ig CÓ cosi) (4-138) 
Jj f&(4-132), (4-135), (4-136 FB EF SR SY, 
943. 试用 近 格 朗 日 方程 推 求 刚体 定点 转动 的 欧 控 方 
程 。 

ME. 选 一 固 联 于 刚体 上 的 直 
fas tp Cint a-y), Ep PA 
nir Bj jk ZE z a CH) FE ES, 
3 Z. EH C4-320 Aq JL ER B 25 BB 7 

T= A + Bg + Ort) 

(4-137) 

RK ERE 如 如 上 的 投 
mp, q, r Bi fh ib. 0 , p E 
ES IET ¿, Ó, p Z BJ B) 


PH 4-11 
KRA- RH 


p= d sin @ sing + B) cos gp 
q= $ sin 0coso— B sing (4-138) 
r == ip cos 0 +- c» 
SUP, PHE MA p RE D A A EA 
d ef — oT 
a - Et _ 4-139 
dí Op og Mi (m 


= Ax ý sin 8cosp— B sing) 
+ Bq( — $ sinf sing — Dceos p ) 
= Ang — Bpg=( A — B)pg 
将 这 些 表 达 式 代入 (4-139) 便 得 
C?--(B — A)po== Le (4-140) 
方程 (4-140) 便 是 攀 拉 动力 学 方程 之 一 ， 其 中 好 p 一 7 是 对 
ETARE PRT x7, PTP SH £ 2 Š Bi Jia, BC- 
LOTRE p, 8 ,可 应 用 对 称 原则 将 PD, 9 ?了 及 4,B,O 
依次 轮 氨 ， 即 可 得 其 它 两 人 小 网 拉 方 程式 ， 
Ap + (G — B)gz= Le 
Bg + ( A— C Junp= Lo 


第 四 节 有 势力 情形 的 拉 格 朗 日 方程 


运动 微分 方程 的 积分 以 及 寻求 方程 的 第 一 积分 的 方法 是 
分 析 六 学 的 很 恒 王 的 问题 。 如 果 马 在 稳定 的 势力 场 中 运动 ， 
这 个 问题 就 变 得 容易 和 多 了 。 

1. 有 势力 情形 的 拉 格 裔 日 方程 

如 果 加 在 系统 质点 上 的 给 定 力 具 厅 力 国 数 ， 邯 存在 一 个 
FX U = U (riqi Z), 使 得 


eU QU : QU 
TuS fasg “== P 
(ç=1,2,... N) (4-141) 
这 时 广义 力 
AN 1 or 
= k E a 
v. A ° êle 
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EET a o eH o Atid 


变换 为 形式 


Q. =Z 2L Qu Q,9U eu 7 9U szi) 
Ei Oy Ogs Oy, Og. de; óq, 


Ri 
Q 3 (4-12) 
BORBIIPWUMGE RE. RI OD URN. Xe rena 
PU EH BRE 4 S EU EO Sees V Cg), EDS 
HERK 3538, WFA, H Flg )=-— Uls) 
当 系 统 存在 力 函 数 时 ， 我 们 就 说 条 统 闪 有 有 势力 。 这 
时 ， 第 二 类 拉 烙 朗 日 方程 (4-21) 取 展 


d aT oT — QU 
— = s=1, 2, e,n 4-143 
CÈ 2G, Ogs — egi ( ( ) 


T 
因 E K (ks r ALB BE. vu 5 =0, T EÇC4-145)nj| a 
E 
F Xj 
d o O(TcHU) | AT+U} _ —1 ? ... 
di a Ógs (3-1, * ,7) 
(4-144) 
现在 我 们 引进 函数 
LeT-U-T-V (4-148) 
JRGRHCRTURELMH ES RAW. TUECÓ-144) fV 
d oL "NE 
d en Ch z -—1,2, 4-14 
di 26. n mái (8 n) ( 6j 
Jj; £6 d- 14653] JŠ (a ub] iile". ib. NE u "PT B 3p [5 ER 
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zn P ny y Yu. F, É T, =Z 32 E EA J XX 
五 一 五 十 五 十 五 Rd 
L.—T, LiT, L, P LU = T, -y 

2. HI Xj dT a) i SPOR E Jy += 

EZ Bh JJ S ch gra kl J P 32 DU PESE push JE, JEH ELK 
RATRAT SARE, HRT BHARU C 或 势 
能 通 数 六 ) 不 明显 依赖 于 时 间 1 。 但 是 ， 随 着 电磁 现象 及 其 
在 技术 上 应 用 的 科学 的 发 展 ， 开 联 了 以 这 样 的 力图 数 为 特征 
的 场 : 力 承 数 不 仅 依赖 于 坐标 9s, 而 生还 依赖 于 时 间 i 以 及 
广义 速度 如 ， 这 便 是 广义 力 鲍 数 。 这 时 广义 力 Qs 用 力 d 
UC gs, dc. t )3Rc 2g 


aU d oU 
-— — , — _  ， ， _ =] 2 kma ái-147 
s gg — di e. (ete m) | ) 


IER SS — 22 A H Z; CALER E zŠ, 
d ƏCP- U) | &T+U) 0 


di — 8g, Ogs 
Tu d8 BE E| E mi L-T-U, mitb E fU 
á eL oL u u _ | 
di 2j, eg 0 07b?09 008) 


我 们 须 注意 ; TAHIA U(gs, fe, f) 相对 9s 是 线性 — 
HJ. HJ jJ X 


C= Al g st ACT,q) (4-149) 
JR 3a x (43-147 poA RET qa 的 Qs, 
3. 例题 
CARANE, ua 潜 拉 将 明日 方程 ， 有 要 写 
LU ME E| H MEE L= TAU-T-Y, sk rz z(4-1460 43 38 
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算 就 行 了 。 下 面 举例 说 明 。 
D. 质量 为 mm 的 质点 ， 在 牛顿 引力 六 一 -28Y 作用 下 


mu, Ern My 为 常数 ， 了 7 为 距 轩 定 中 心 的 距离 。 

解 ， 我 们 在 球 坐 标 C 7 ,FP ,8 )rh 
研究 质点 的 运动 人 图 4-12 5. modam 
动能 按 (4-44)， 即 

T mA + 202 ut Q: sin20) 

(4-150) 
su OR JES SR U. AE, BiH 
算 力 看 的 元 功 。 当 点 有 位移 do ud 
RIZ; EF 不 作 功 ， 因 力 与 这 些 位 移 
fH3E E i8 r dr BF, JJ F B5 Je 


B] 4-12 


Ij 
dA-— CUL, — a( or) 


ERU. JES 3⁄9 


U =y. (4-151) 
mH A PE K Me 
P= (4-152) 
TO Pa BJ Tiy R BB A € 


LeT-ULBT—V 


nC est rti sint) +MY. C4-153) 
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由 此 可 按 (4-146) 写 出 质点 运动 徽 分 方程 。 
£i2. 解 第 三 节 中 的 例 3( 图 4-6 )。 
解 ， 我 们 取 转 角 9 及 弹簧 相对 平衡 位 列 的 相对 伸 长 p 为 
广义 坐标 。 点 的 动能 为 | 
1 


T=->m4(16):+ [20-4 p013 (4-154) 


势能 由 两 部 分 组 成 : 一 是 质点 重力 的 势能 下 ,， 一 是 弹 
赞 的 劳 能 了 了。。 我 们 取 平 街 位 置 为 执 能 的 零点 ， 于 是 
V,= —mali(1+pə)eos0—:] 


1 | 
P = lio +i] 一 aë 

Hh PEE DUE E HE 
因此 Š E 

V —F.QTF.——mgl(14p)o0o88 4- mgl 

+ 50lip:+ mglp (4-155) 
FT Pus BH B) PE Pk 29 
L=T-F 
=p m4C61):+ [IG T p)0]2) + mg1(1+o)eos0— mgl 


-zeip — mglp (4-156) 


将 (4-156) 代 人 (4-146)， 易 得 方程 (4-103)。 
A. 拉 格 朗 日 方程 的 不 变性 
我 们 研究 某 些 变 换 ， 拉 格 朗 日 方程 (4-146) fit xc ue de 
BEREN. 
. 151. 


CO Py au, 我们 和 福 意 到 ， Hri pi gum L oup sS lm: 27 
多 个 函数 Li, dEdRLdhan;fE(4A-1460, duin, PAE% L qn 
Lo-LaA4(G) #EIE 3482-4418 0 i Bug, IX 
^B L L, 显然 河 时 满足 拉 格 明日 方程 (4-146》。 因 此 ， 
它们 当中 兹 每 一 个 部 可 取 作 局 一 系统 的 拉 格 朗 日 函数 。 进 而 ， 
MEAAG Lm LQ—AL, Mr AGX)RCEBSEDBHE4G 
AX. AB XII PE R A RS E A FEG ta B E A TZ (4-146), 
xt "Jifrfà BH EZDEPIBOJ DER LAFER kk E BRAMB. 


RAARD 数 于 和 L,= L+ (gs, £), 彼此 相 


DRF EFR q .(8=1,2,...,n) 和 时 间 6 md n Yo 
导数 ， a L, 也 满足 近 档 月 口 方程 (4-146)。 实 际 上 ， 因 


E n, aF. 
TF, Do. > ERES 
=P dafas ) 
我 们 有 
00 PF o RP À 
Bos q Qi Falga Og. t 
od 0p 
Əqs 2gs 
. d e " F «0 P ap . d oF eo 
一 -一 一 + 一 = Ü 
UE 27. BEENA Kide Og. dx E m Oqs gs 


于 是 ， E Ë LL EQ, DR T FOE SEL E 
3; RE (4-146), | 
(25 SLA S aibi Qu EWL gy d XA 
Po =F Gigir dn) (5—1,2,--,n) (4-157) 
. 132 * 


没 所 研究 的 蛮 换 的 函数 行列 式 异 于 零 ， 即 

oL f i fa 7 fn) = Ü 

2(g., 9 sgn) 
Td. Fi g 

Qs =P A Ras Wn) (4-158) 
而 量 Qs 可 作为 广义 坐标 。 dedA (4-157) 称 为 点 变换 。 
TARF, POXOXEBE d. WRA XE E Qr 的 线性 

式 。 实 际 -上 ， TECTA CR REY. RII 


4-5 > 


其 审 
b «Qs 

AL d — eiat Nn. Qn) (4-159) 
权 为 广义 坐标 QOL Qs MM SE He, DUSCHE BE Qe 
也 是 广义 速度 d. 的 线性 式 。 

现在 证 明 ， 带 国 数 行列 式 入 二 0 uud HN Be mH 
AETR H, Wmi OEP qs up S SEIS q. 向 广 
X e kR Q, WORE Qu np, ARUGA H JpgRCA-146) 
xb NES; a p e ult :一 i Jj YE 

d óL 9L. 0 


Gag = 


= — 


dé 20, eQ, 
Ar Ld ES(LC158) £3 BS deri 2 38 BH E ERR 


ËQ Qs D) LD (QE, Dslr Qr), i) 
| (4-181) 


(4-180) 


H (4-161)%i 


eL _ oL ddk “1 OL oa Oy. 
Rs = qx JQ, tel ex eQ, 


js Pp a, (4-162) 


Hi Jr 


进而 ， 利 用 (4-146)， 我 们 有 


d AL X d eL " n 2f, d s 
di pġ, Fidi od, "^ Fö, di 
ob y SİL d, 
EE - Óq; ks £j, dios 
因素 求 得 
d ob eL eL (s. _ dk 4.163 
di5Q. OQ. fi6d, Wi ^ - AE) (4-163) 
x 
d qud, Og DB 
di xs 7 d£ Q. £=: 20:1 Qi 
Li 


q 可 m 898, 
$0. — 99; E120, Q )- $56.20; 9 
E. (4-163) 75 
d oL eL 1 


—T - — .. 


di aQ, 9 
+ 134 « 


于 是 拉 覆 轴 门 方程 在 点 变 搞 下 的 不 变性 得 以 证 汲 。 
(3) 设 系统 由 站 小 质 蝇 为 mi 的 质点 组 成 ， 点 的 直角 党 

fn Zi5,945,241(0—1,2,:-,. Jo 1E B Ip, 38 ë 

mi= mi, i-i 

sal, gigi, mat ! (4-164) 
WIL Eet 3 EdEDSihEPERUS mi, MR xi. yl. 2 的 次 个 质点 
SH ARH A o SIBI RU DEBT H E 

L-T—V-—3 smi V(r yz, ms) 


(4-185) 
KERT np Arbe BH A GE 
L,-T,—V,— Sy mot! -V(at gl ol, mi) 
(4-165) 
困 系 统 动 能 对 质量 ma 是 一 次 齐 次 的 ， 对 速度 vi R — QT IR 
的 ， 则 由 相似 变换 (4-164) 得 到 


«11 fo hŠ xl "EF 
T = ma4oi 一 人 
或 者 
z 
r= p (4-187) 


另 一 方面 ， 由 于 所 有 物理 量 相 对 于 基本 单位 ; 长 度 、 质 量 和 
RAD EF RA, HEMARA RTEA] A, A PERA 
V(Àzi Mii Mimmi)mAPu'V(xi,i.si.mi) 

iX TM opu ve EV RHE ER yi, 2i MELIE ma I FTIA TE DTI IB 

Ex, 办 此 
r 135 + 


Vx: 24 124 m = V QOat UH ET Emi ) 
=AP uY F (xi ,9€» 21,784) 


或 者 
V= wF, (4-168) 
于 是 相似 变换 的 结果 最 终 为 
一 E | 一 入 PHI， (4-189) 


为 使 原 系统 的 运动 与 由 相似 变换 所 得 系统 的 运动 用 同样 
BAER DAZUBWAORIUDBRUGSBRIBEXL-T-V 
p =T,- V, 差 一 个 因子 。 当 -人 y AP" 符号 相同 时 ， 
9g 26 pk 


AR 


AiE, ARa, AFT EPA, P M JE 
a*l p 2.2 — 1 (4-170) 
Fu AS P A HI B Tel 38 Sem H, 
EJ EA ma m. HARAAM RE, dA 
f v yË 2 E F ü PA aá 2ë UJ Br B] Z EE ; 1 两 质点 的 势能 
iHd, 2)%F8E2 EL 2J li». 
WE. EEEE d 
m) ==, $ =i, , A1 


> PS Ei a BJ 958 Bë 4B PJ BF, A 


V ,=V,, T,—á 


v WEE PS Ma fA J Bm mz LH. 
E F: V.-l:s hs. = 
1 有 
Fi 一。， T,-T, 


BS gne 


第 五 节 人 销 环 积分 与 能 量 积 分 


KASUJE AMA HB AA AER aea 
— {E SIOER 57 AT BE ERE PA To 

l. 运动 方程 的 第 一 积分 

IH Pu k DH F| 3y 38 J — 8 Mk k (4-741), TRE EU RE 
ds 73] Xm qu. J XCHEBE Ga KFE é PUP ge, EH 

Q. == fs quu, 4) (8,5—1,2,--.,n) (4-171) 

我 们 称 某 个 函数 Fas,9s 12) — C ( 人 为 常数 79 — rf 
aJi pe (4-171) 的 第 一 积分 ， 如 迪 它 对 时 间 £ 的 全 导数 由 于 
人 -471) 而 等 于 零 ， 即 


Fa |a oF a oL ?f os ` 
dt AC ds ags ds) 45, 9 (4-112) 


其 中 人 用 (4-171) 畦 代 。 
妍 沈 运 动 方程 的 第 一 积分 是 很 有 意义 的 。 如 末 我 们 能 名 
求 得 (4-171) 的 2m 个 独立 的 第 一 积分 
fo(gqa 50a, t)= C. (7 —1,2,..-,2n) (4-172) 
Jp Z HEIS q a, ds 表 为 时 间 $E 2m T CERE PS #k O, 的 后 
dx. FERRI DA Sy A Te BU YB 5 
AMPLE 
= GO, CO, Cu) 
Bern 2z 个 生意 常数 C i Cas BJ B ggg as F PRP XS 
EJ OJ IL gs | EDO XERE E das CERE S fl C Cg 
ec, Cus HR TAHERE: Gm oi-O0, Ul gu, Q ss HAC- 
174)， 便 得 相对 COO ,Oon 的 方程 组 为 
Q4UO,.U,,0,, Oan) = qs, ; 
tO Cs, On) Gs 
(g8=1,2,: ) 
2. 循环 坐标 与 循环 积分 
IR H nj EBIEEBSESEPRSE A ETIS ub PER 28 


= _ — =1 2 . 4 | — 
Pr: 3 - = Ü ($221,2,--.,m) (1-176) 
E Qi sas du A! XÆ LARGH Hau. TE 


M AVISAR Mb 例如 m n 


(4-174) 


(4-175) 


一- -一 -一 一 -一 -一 


DG F ar PB P 


x m DU y: tE HH ep un odas 


"2v >» 


= =o. | (4-177) 
RPC ZJ FEE Ax. AES. 积分 (4-177) 是 方程 (4-176) 的 一 
不 第 一 积分 。 我 们 称 它 为 循环 积分， 

ALADE AE, WERD WAA xum 
全 性 的 。 丰 必须 和 福音 ， 存 在 或 不 作 在 扩 环 积分 ， 取 雇 于 广 立 
2B Tg 3 dnd x5 RE. 

PB BH TRETOBU I) gn ERE, | 

AXIS E, EEEn ARE BD FL g 3 PF 
Qa; a 保持 不 变 时 ， qo t B CS L, IAT AAE 
££—£& EL i. RERS Em OX Em M 


eL Ər X ( . d Os |, » dae 
—= = 十 T. 
2d, 8d, ADU d, Yea Əq, 2q, x 


AE. SHE 8 FÉ s Pn BJ ETRE A Ij 32 22, BE 
Z. BZ BS a HR FRUI SUIS T BETE DE A E ROSE AG STI. 
其 次 ， 我 们 假定 逢 环 符 标的 收 变 量 为 w， 相 底 于 整个 
统 绕 空间 某 岂 定 直 线 转 一 前 度 ax 。 BEZ R E] E EL Zk ZU w 

OZ, HRP hh sa PJ Nte 2 Ta. 有 
3 一 人 COS 人 pi yiring;  ($—1,2,--,V) 


我 们 求 得 


Ari _ Os — i f 
23i m pu In qu —23N 
Oy; _ Oi 0 uM 
20, = 2 = y; CO q4 — Zi 
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-下 
2g, 
因此 
MN + * 
ƏL = mdi an= 
eg, £=1 


xx — RE GA 228 J5 JE GA S RE xF šI OZ DEE, EH 
Jp. SN fE 5856 EA BR py 3E ETE] x Ete ë| yE Pa 29 mpg 
xh, BEA HPZ HRA RR PRR AB X: A SL ER BJ 5 A 4B ST 
T. 

但 是 ， 在 更 一 般 的 情况 下 ， 循 环 积分 不 一 定 有 明显 的 物 
JH S > o 

An HE hr H E 3k rH H SL I RT REIR BRI E. 
FT 28 77] B 8 56] Ie] t El "PER IZ B S — 83. 

3. 能 量 积 分 

YTA rr s bH H am LT--U.-T-—V 的 完整 力学 
系统 ， 在 阐 定 的 条 件 干 存在 着 只 运动 市 储量 变化 为 畸 征 的 各 
£r. 79 ] TESTA S , 3X ERE DR ^u 82H E. 07 6C 4-176), 
RHA- 118289 861-47 EE ds 并 对 8 求 和 ， 得 


a ôB ig S 9L ç =0 (4-178) 
& 


"ZUM 的 smk 
d E» 


— 


di 
了 re 
n $e BAL. -. 
A — 
g = H 3 


g = 1 zu» 
(4-180) 


TO re rE 


{4-180) 中 第 二 个 和 


EEUE | | 
a D 4) or 9 (4182) 
RRENEAN L FJ 9256 E Hi 
L=T+U=T, +T, + T+ U (4-183) 
下 面 分 三 种 情形 讨论 ; 


(1) 所 研究 的 方 学 系统 是 完全 稳定 的 。 此 时 函数 五 不 明 
显 依 束 于 时 间 # ， 并 且 系 统 动 能 是 广 闵 速度 的 齐 二 次 式 ; 


, 1 T£. Tt . > 
一 上 一 RD 21 ss 


L=T,+U 
此 了 时 关系 (4-I82) 可 表 为 
df 2T, dL _ - 
E asgi) T: C184) 


TER TIE HI RE SD AUT A EE A A Fr AR EI E 
ZERE- HRA E MRE 
Flasi) =at F(E) 
其 中 为 某 个 常数 ， 则 称 为 多 变 昨 上 bJ NIIS. d 
数 振 称 为 齐 次 性 的 阶 描 数 。 欧 拉 定 理 表示 齐 次 函数 的 这 样 的 
重要 人 性质 : 齐 次 函数 对 所 有 变量 S; 的 篇 导数 与 这 些 变 晶 荡 
乘积 之 和 等 于 所 给 函数 与 齐 次 性 阶 指 歼 的 乘积 即便 满 足 关 


7 -— 
Sla 


i=] 


; imh (E: 2 | 
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4x0, f—:9-T 3^ xag 是 三 阶 齐 次 务 硕 式 ， 业 一 3。 我 们 来 
Ta pr MR Ta xc FE 


=(3:* + 3⁄2 + Zyga + (gz tr y 
= 3( xš -F 342x 4-4 ) 
我 们 再 来 研究 (4-184)。 因为 了: 是 ds 的 齐 二 次 函数 ， 
利用 欧 拉 定理 ， 我 们 有 
"oT, 
之 aj, d 2T, 
FCA- COS d L =F, tU, TE4ÉCA-C184) SE 2S 


E: (274) -2 (T,+U)=0 


=H 
d _ 
F(T,- U)=0 
FH JE 253-55 SIES JT T RO R 9S 
T —U-—h (4-185) 
其 中 只是 任意 常数 。《4-185) 也 有 可 写成 
T+V=h (4-188) 


其 中 斑 为 系统 的 势能 。 积 分 (4-186) 和 表明 : 对 于 完全 稳定 的 


一 一 -一 —— — < — — - - 


JJ3E R$. ETT A A BS 3 Jj fE HI F ES, HU gb 


BACCHI) BERTHS KAGET ANGUS 


一 一 


-= on I n m s 


ace SEULS 系统 称 为 保守 为 学 F T 
(2) km MEX, bur DH H aaa TIR é 89 9 Sp Ex Uy 
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然 等 于 零 ， 2 一 0。 邯 时 间 主 不 胃 显 出 现 于 过 中 ,但 系统 贡 


能 不 只 是 齐 二 次 函数 和 :， 而 在 一 般 情形 中 表示 H T = Tr + 
T +T. 但 不 显 含 4 ) 。 这 种 情形 就 是 第 二 节 中 担 到 的 万 育 
RAER. BR(A-192) X18 
dr < OL, _ 
eal = aq, d,— L |=0 
所 以 得 广义 能 量 积 分 
n L 
pa Ağ s 
在 此 情形 中 大吉 为 
L=T,+ T+ P +U 
关系 (4-182) 可 表 为 下 烈 形式 ; 


d E eT, aTi; d = 
3 A (eder iid) Ct Te Tee Uo 


(4-187) 
注意 到 T.39 d. 的 齐 二 次 式 ， 了 i 是 ds 的 线性 式 ， FHKE 
定理 有 


x aT.. "n OT,. 
<= d, s 2 2 30。 q 1 


将 其 代入 (4-187) 中 ， 便 得 
| d 
S (2T, T.) - OUT rT L U)=0 


d 
q T Ta U)=9 


因此 ， 最 终 有 
«143 


-T — U =h? const (4-188) 
或 
T.—T,.-V--h*-—vcvonsi (4-189) 
甘 系 (4-188) 或 (4-189) 是 拉 档 朗 日 方程 的 第 一 积分 ， 但 
它 不 表示 能 量 守 恒定 律 。 这 个 积分 叫做 雅 科 比 一 班 昔 维 (ia- 
cobi- Painlevé) 积 分 ， 或 广义 能 量 积 分 。 


(3) 最 后 的 情形 ， 即 完 侈 不 稳定 系统 的 情形 ， 这 时 -3- 


0， 即时 间 e 明 最 地 出 现 于 人 中， 也 可 能 出 现 于 口中 。 在 
这 科 博 形 中 ， 表示 系统 中 整个 能 量变 化 的 任何 积分 部 + d 
在。 
4. 例题 
例 1. 茶 个 有 两 个 自由 度 的 完整 系统 ， 其 拉 档 并 日 罗 数 
为 
=y ELE 3 )— (G, T 5,qi), 


He, d ,6 二 为 正 值 常数 ， 求 此 系统 的 运动 。 
R: Ej 383 H P E L R SR erial t ， 故 {4-183) 给 出 


TERZE 


dil r-i ed, 
区! 分， 得 
oL. u 
a-i ed. Sb 
Ep 
1 qi 
zs 十 经) 二 æ, tgi =h ( 1-100) 
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one 
Əq, 
或 
和 d 
"EET C, (4-191) 


其 中心: TES E. 
S2 noggmge4-1905, (4-191) EN S SE —ÓB A SERE. i 
《4-1917 知 
g,=( (a+ bg) 
ÉE di A(4-1900, S 
| di=(2h Za, Oto)— (2b, C ib)gi 
HEAP DAER a, 4H 
ğa t (2b, +C 1b)q,=0 


8538 fE >u 
g,= Asin(4/2b,-- C3bi + a) (4-192) 


AA. e 为 积分 常数 。 将 (4-192) 代 入 (4-191) 并 积分 得 
qi -C.(a +Š) i .$0,4 sin2(£$--a)4- C 


2 dk 
(4-193) 
其 中 心 为 积分 常数 ， 而 b—425,rCib, 
f$(4-192), (4-193») m fi & Ea FEXCEXCA, a, Ci; 
OQ， 它 们 可 出 初始 条 件 确定 。 — 
例 2.  —TE&I S SECE d C 图 4-13 ) EJ JE Bt jit hp Se 8 ue fh 
OZ eig. MAME BE Be Ra i EK DS E 8463, PEL ALUN 
e 145 * 


板 对 轴 O Z 的 转动 惟 量 为 vv ， 质 点 的 
j EL JJ mn, W5 tE sI — [B] PJ JG a — 
常数 (0<w< 2), 试 按 以 下 两 种 情 
形 ， 写 出 杀 统 运动 的 第 一 积分 :(1) 平 
概 的 初 斯 速度 G.20; C2)3E H& U £à 
定 的 角速度 名 转动 ( 这 个 问题 叫 “ 内 
HOBeghin)m]ER" (C 1948 年 )。 

解 : CLOERBU SU H 3E IE faw 

此 时 系统 有 两 个 自由 度 。 加 在 系 
统 上 的 约束 是 完整 的 ， 稳 定 的 。 取 距离 OM — 及 平板 租 对 
于 空间 周 定 匆 王 面 X O Z mjéefud hp 3 a EG, 

# Š xh BË d ULM istae T 及 平板 的 动能 2” 组 成 : 


Pr Cf + rti enta} 


1 


H 
T P 


因此 系统 动能 为 
1 


T= T = mT? 4G m sinta )* 


Ju 


系统 的 势能 ， 即 质点 甫 的 势能 《 D O E RO 29 
V = mgro az 
Pd yr, zs S BJ Tr 36 PB HE 
p=T-V= mit +J 4 mr'sin*a)4*—mgrcosa 
(4-194) 
B 4-194)5p, QO E IRE bn. W HEF Sr 
= 145 4 


-本 A 
alr 
(J + me? sin*a)d =k (4-195) 
系统 还 有 能 量 积 分 
T+V = 
HII 
1 


Lm 十 LG + mr*sin*a)d^-4- mgr cosa—h 


(4-196) 
出 两 个 积分 (4-193)、{4-196) 便 可 求解 。 
(2) 平板 以 给 定 的 常 世 速度 上 转动 的 博 形 
这 时 系统 有 一 个 自 中 度 ， 选 距离 0 下 一 > fk 38 Xg 
标 。 系 统 的 动能 
Tm GP +metsinta)e* 


系统 的 势能 
V —mgreosa 
系统 的 拉 格 良 日 函数 为 
L = — V 
i 


一 > m * E J d-mr'sn*a)«e! mgrcosa 


这 系统 没有 循环 积分 ， 大 7 有 明显 出 更 于 上 上 中。 这 系统 没 
存 通 常 的 能 呈 积 分 ,因为 在 系统 上 加 上 了 不 稳定 约束 革 二 wi， 
或 背 说 因 吉 能 不 是 广义 速度 的 齐 二 次 式 。 人 是 在 系统 上 仅 作 
HI 32973 B. gd L. A+ HH Xe (RT Br N C ETER Js I 
IEAI X BE RET A 
+ 147 e 


了 一 了 ,十 V = h* 
Er BRAGA 


To Ó+ mar aina jw? 


EX! XDBBBUBU A 
AUFL mh sinta)o! -mgrcosa- V 
(4-197) 
方程 (4-197) 在 初始 条 件 1 二 90,? 一 to, 一 站。 下 的 解 为 
r=(r, — eh{ wë sina) 


i .goosq _ - 
~ shloisina)+ 7L. — (4-198) 


mairi 


例 3. — wmi A B 121, 
HP. PENA PIER SR 
ERREI, diam Bp EXE 
B _E ZG WÉ # ha šër al A-le), TA 
y 求 秆 运动 的 第 一 积分 。 
NE: 村 AD HESH BE 
IB. XEqHLU. SEÉSEBU. RAA 
天 个 自由 度 ， W AB Ly EIE 
Pu 4-14 £g Oz X B n X m 23 == e pi z >P. 
HAOL KP, Mtr ABS 
Wa OZ fü el xd. 
# 149 


REE DEE TH RIAR, EATA a a ie T’ 
iu F 3824 JUD fex BS sp gÉ T. IN 
z | = i sin p eos p 
jjc — b sin p sind 
z. = lcos p 
£,— lQoosngpoosg— LO sing sind 
# = igieos q sind + i gin gcos Ó 
Z= — tp sing 
e ara zril . 
ity 十 对 一 Po + 1202 sin’ g 
因此 
T'= mt + sinto) 
[in] 
1 "TM . 1/1 . 
二 一 本 站 ET = y (Fm )(0:sintə-+@*) 
于 是 ， 系 统 动能 为 
TT Tu ， Aon Q + Ó" sinto) 
作用 于 系统 上 的 为 是 有 劳力， 势能 为 
V -—mgicosgp 
BUE 5 f BJ nr dé BH A GE de 73 
L=T -V =% ml*( Q: + Ót sin*p) — mgl cosp (1-199) 
HEHA I, AG XD 


2L 2g 
pr: 


+ 149 。 


AOI Bi 


m0 sin*g = 


¿4-200) 
系统 有 有 了 能量 积分 
T +V =k 
B | 
am + sin*p) + mgl cosq—h (4-201) 
方程 (4-200)、《4-201) 有 妈 为 所 求 的 第 一 积分 ， 由 此 可 求 
间 题 的 解 。 


例 4 证 ， WEROAN L= L,+ F (t, 其 中 五 
竺 与 时 间 了 无 天， 则 人 在 在 积分 
oT Q,-— L, + consé (1-202) 
FEM "p 
证 明 ; A 
d 1 
A 2 Od, ds Li ) 
5. o 0 OT 5 eL 
一 一 —— > 一 iu 
(È dí eds ds + -— ds )- (: - FR Qs 
7 e. u 1 M _ 2L, . 
+ 之 gs td.) 之 £ Q0. ° - A) ds 
"¿aT 2L, 
— 4- 203 
+ > ( Bds ads jäs ( ) 
> 
BL 0Lb,, 9F _ əb, 
Cds | 0d, Od, 04d. 
"NE ƏT 


0d, 69。 
#k(4-203 8 4 R2 E. Bi 
+» 150+- 


2L _ oL, E77 
gs — qs E Öga 


KU ADRA 
- d eL oL 
i 3 A de-h)e EG uc ge) 
imu L š L R e BH H 2 TE 
d ƏL _ OL 
dá ej, eqs 
I AE 
dí e, aT. 
n PE ER )=° (4-204) 
这 就 证 明了 
Š aT q. — L =const 


Pio, 

是 系统 的 第 一 积分 。 
例 5. 作用 于 理想 、 完整 力学 系统 的 力 可 分 为 两 部 分 ， 
AHJ. b V (q URIASA Qi. mund 


方程 可 写成 形式 
d oL 8L , Ə g 
di ed, / óq; m (s=1,2,--. n) (4-205) 
斌 证 ; SHOE L SE A. HB 
o f, 
a; 79 ( 4-200) 
JF E QI pp JJ, BD 
$! Qtj 9 (4-207) 
MAEN CERE IR BUY 


= 151] » 


á 
SBZUE — L-vonst (4-208) 


A a. 
AEBH; HII (4-205) E ETE E (4-208) 对 时 间 的 导 
dí 4 oL. 
ct. A "n fs L) 
(d ƏL  0LY, _ GL 
= 2 A Gn q, NA ài 
一 z: MUR <= 


3:(4-206)10(4-207 ) A. "i 得 


4 í $ 2 i q, — L)=0 


! 分 之 ， 便 得 (4-208)。 
第 六 节 拉 格 朗 日 方程 的 降 阶 法 
Rz HPqEspeE ages PR EUER LE BH EH Ae ix 


种 降 险 法 世 是 积分 拉 格 六 下方 在 的 重要 于 段 。 
1。 应 用 循环 积分 的 降 阶 法 ( Pi Routh) A ) 
E] 9E 36 22 2 T 18764: Sd] T Fe HIR ERE ZDREPEREER B 


AME ANINDAN S z Jy i Pt p hr e A 


Jj te RIJE x 
没 受 有 势力 的 完整 力学 系统 的 自由 度 是 后。， 则 有 形 芭 
d ƏL ƏL ag  (5.1,2,..,0) (4-209) 


di ELA Ads 
的 RREH DE X OEJIOEGE SUUS kÚ E<C s) 435 EERE i 


a 152 * 


QusTiectadu MARTSA 5T si 
Ob 8; — (j—1,2,--,h) (4-210) 


— 
` 


eg ; 


E dirum Gis Fastar, PX L 4325 
L= Elkis rr is Fask Reis qn si) 
(4-211) 
TÆ, db L-—T-—V AB, AL 但 Æ d: dio cn, de 的 线 
J 


MEX iD BASE ,9 PME C4-210) 0 Qi agast qu BJ 
线性 方程 组 ， 可 以 解 HL di, di, Qr TEL Bis Bartra PRU 
Arris sins Qkei s ton EL £ BUPER, BRE 

q ,=f Brr sO ks kars krss dns Qx cis keines, 


Qn, i) Cj=1,2,.. ,8) (4-212) 
SUE E Xe TX 
R—-L-*4, 2L (4-213) 
j-i eq 


1 ,2 DIE” ERR RERA 
R= Rdr sikers t Qan ka a k aa Anss Bx.) 
(4-214) 

W Qk+is dkeisc785 qns Gis gq. , ttt, Qa TÆ 2 HR 3BC 
Gu Qa. s sgn 001, 005, Oda W gre Ögren, 
dn ,OQx .1,005.2 ott ,904,008,,808,,:,08, , BB Z ES SE L gn 
RRBBXPPTIEPGETOCEX. BpoLECÁA-213) B4 

3R=6{ L-X į; LI 
i=1 CU; 


. 153 * 


k k E 
-8L-$ 7.80, - Pd) 
ôq j - q3 


j-i à 
m (4-2104 
IL 
7" 
区 R AT o. A. 
óR—-8L—2$1-900,— 24,08, (4-215) 
ii dq ; i-i 


E gd (4-211) 
n k ' n 
óL— > eL Š 7, t$ P. gg 4- > š 


rira 2q + 1 00 ; rH 
“216) 
X. &C4-214 )on 
8 R= x: Ç Ë sq, + > — 1-9, + 28; 58; 
Y= XI1 Cfr r= 
(4-217) 
ara ovu. Q &itH iex € 
n ehk _ » OE eL 
" _ Ut eq ac AT à > 
PU j. — r3, r= X dgr dqr 


PM qj " 
IB. 89.1, ga Qa a 7994 ,98,,- 6 是 彼此 独立 的 , 
所 以 必须 有 其 系数 十 为 零 ， 即 

ƏR _ ƏL o oR _ oL 


To. =Ü 
dr eq, ° eq. oq, , 


Ak 


2g, T 4 | =0 (re hi. bz,e,.u5 J=1,2,-..,k) 


(4-218) 


+ 154 4 


将 (4-218) 前 二 式 代 入 (4-209)， 得 
d əR ƏR 
di éd. êg 人 人 一 下 十 上 着 十 中 和 


(4-219) 
A RRCII-219).3 ade A 党 方程 上 -2 加 9 形式 完 们 一致， UG 
ZAR R tapp EH H ESk Eaa AAE RÆDER E 
Y(m— kiTa WFE (4-219) 3579 22 25 2 8, 
方程 (4-2187) 的 最 后 -一 式 可 写成 


Ji... 0n 
dii on; 
积分 得 
aR . 
Yi 一 一 ag, (=l, 2, ,8) (4-220) 


Ji $3(4-220) 3i EE EK 21 SE 2J FB) # AR 
AiR Ge: 38 m TEB EE 63 2 y W JJ P 56 88 J 
Rii, WA hb U X s db r4. uif ei 


am T riu no a Toa —. s Hs — T ual uu Te o T eu Fr Tr ee 


— r 
ui M š Oga 
atr un Á IM ER 


一 (rbd l, kt’, n) 


ik Rih gge Q URS EUR AL BID eo gus, 


ELM LL e er — c m — — 


hisa UM E ra dir MIL COME B, ,Hy . `, Ri £ LELA 


€ 


+ 155 «4 


例 厢 “有 一 两 个 自由 度 的 放学 系统 ， 广 义 稚 标 为 @y gu 
E Hc oh E SU S BE AY EIE 


1 | ， 1. 
T = arg idi V =a, tóg? 


Ba, Š ,@, b 2J E (GERE EX, WEJ SE # ARES a 
SE Es 
1 1 


—. E — o gi i E 
L-T V = atog 242: d, — bgi 


LPTR qu MUA qu Rd RH BR. GEL Dg 的 帆 导 数 ， 得 
aL q _ 
8g, «rogi 8 

Et JI RE HY B E ABS TERAXJ RIT) gh HE 
d,—B(a-F 6931) 

WR 8 Mex, 并 利用 上 式 共 中 消去 和 ， 得 


ðL . 
R= L —— 
0d, q: 
(i. di loan af h N. 
(z adag t3d mh )- egg) 
1l o y3 _ — g 
— 2 "v ys 好 1 UE 
= 1 mz b 2 ' 1 y5 b g3 
=  ! (a + qs Tac 0,7 ida 
| d aR GR 
PE - Eg. — =Ü x 
i K dy o 


T(G) 26,9, — Bg.) = 


ğa (2b, + bB2yg,—=0 
uw» 
q= .dsin( 25,4 55*1 G) 
Tio $8 xr 56 En ie( 4-220) 73 


gi = -| =|B(o +bgå)di 


— Bai + Bif A* sin? (4/25, - BB* t -- a)di 
-(Baa Bb.A* ) š 
| BBA — 
44/25, +b? 
Hop A, a, 户 ,CO 为 积分 常数 。 这 与 上 节 中 的 结果 一 样 。 
2. 应 用 能 量 积 分 的 降 阶 法 ( 囊 特 克 CWhittaker) 法 ) 
站 国学 者 惠 特 克 于 1900 年 得 到 用 能 量 积 分 将 拉 格 裔 日 方 
程 降 阶 的 方法 ， 他 的 方法 与 术 慈 方法 很 相 象 。 
将 工 中 的 dida, Ga 分 别 用 093,002,» dg IER, 
Hon 


sinZ«(4/2b5,--bB?t a) 4- C 


gr 


dr dq 


Vy 
dogs di End (7: 2,9,- m) 


[xdi EB AR L JR R R, HD 
LO die ass qa ll adu) 
= 0 2 ) 
4 REJAT Giger, e r qeQer 导 


«loj 


Əq A lg, qi (4-221) 


eL 8D dg, ao Ə (dr). 1 aQ 


— — 


éd. Hu ög; od, 3q- Əq;, `Q, q, 9q* 
(r=2,3, ,m) (4-222) 
ef "M $57 ^ 
— — ... á-223 
8g. Og. (Ul n) (cena 


TR(4-222) A (4-221), 得 
9Q | 0L , hir 2L h 9L d: 


9d, ed, r=3 di Odr r=1 e. di 


令 工 中 不 显 含 i《 完全 稳定 系统 或 半 不 稳定 系统 y, M 
掖 (4-182)， 有 广 记 能 量 积 分 
S L pu 4-225 
> öğ, gr—L=ħ ( >) 


r= 1 
Epea (4-225)H de VI diqy(r—2,93, nk T, 
H B El d, d 


(4-224) 


g= figa sgar Qh Idi Qo n) ( 4-235) 
YEC4-226) 18 d, 代入 (4-224) 所 得 函数 定义 为 To. Bj 
e i F 
了 ye (4-221) 
q; 


将 (4-227) 对 q ELS, A 
« 153 » 


oL! SQ Pa 
dgr Ogrod Odi 

Xp gr 取 导 数 数 ， 丰 
ap! 80 , eo 
329-  Og,0d, Odi 
2uí8ji5C4-228) € ( 4-229), 


óQ _; 
dg, h M 


中 


öğ, 


r 1 


(4-228) 
ogr 


.2d, 
gr 
3$(4-224)3E V1 q, 得 
d... > ÎE g 

T=] eg, dr 


(4-229) 


应 用 能 量 积 分 人 4-225)， 上 式 可 与 成 


. g 
h a 


1 
因 工 二 8， 议 上 式 又 可 写成 
. go] 
7:56, 


HERE di XF grga qa dod c7 


=h+ É, 


=h+ Q 


s qn 的 图 数 关 系 


式 ， 并 分 别 对 gr 及 gr XXX. 得 


eu 


|. 8Q 


e*t 28d, 
eK CÓZ41 pg, 7 = 4-230 
"24* g, t Bd,2q, m. E 
eigo àq, e*t e 
- —— - == -一 .一 一 一 4-231 
1 egi eg, dig, Ögr Ç ) 
将 (4-228) 与 (4-230) 比 较 ， 得 
L’ 1 eQ u ., 
ðq, ^d. à (r—2,3, n) 
将 (4-229) 与 (4-231) 比 较 ， 得 
Qf! 1 og 
责 . — C700em 


34 (4-222), (4-223), DL E 3X OS 


2 8L ,o9L' 1 8L (4-232) 


dqr BEA 2g+ q, og. 
SK(1-232) X A BER BR EZ; $8 C4-2095, $8 
€ cb Gor 1.9 ($—2,8,-,n) 


d (= aL’ =Ü (7r—2,3 


dg; Bg; A , "i Th) 


(4-233) 

方程 (4-233) ghe ERE 5 RE. BA m ifa nre 
BE N dH, S Eg tR | ria] é BEA. EH DV H] BB 4 
分 可 将 % ZF 8 Hi PE BJ 2 SE [B] RB Ee 7g m — 1 A Ë Ei E E9123 3E I] 
题 。 

由 于 P 中 仍 舍 有 独立 变数 go MUERT, A 
BEP. EGERCA-233 ARA aR. 但 是 ， WERA 
BASEN g, E ja yi sata, PHL rR 28 go PA EHHI 
有 推导 式 中 依旧 不 全 加 ， 于 是 (4-233) 也 不 舍 qu, MEHE 


得 到 新 的 能 量 积分 
= z, — L'--con&i. (4-234) 
= qu 
这 年 因为 
dijs — OL  ., 19L! |, 
ag; E F = z 2 g, 7 > " dr 
u ^ 6L? ^ 28 or 
m > 17650; u £T qr Guy (2s "i 
oZ d 2. Lp 
u i P3 dr do ) 
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Ta Zs 8404-2534), 再 应 用 新 的 能 最 积分 ， 又 癌 将 动力 
学 方程 降 陆 ， 成 为 (% 一 2) 个 自由 庶 的 问题 。 加 此 在 同 榜 的 情 
况 下 ， 此 法 可 继续 使 用 。 | 

extr 22 Pk TILL B papa TE, F mn T Bi Eq EZ By se z ua SF J 26 
RAAN 1⁄- 08 3F26 Pp, MD Z k F] Pi PI F pR fE— #h > E TT SD 
力学 方程 用 单 积 分 解 出 来 : 

(1) 首先 应 用 罗 兹 法 将 多 个 自由 庆 由 加 一 1 个 循环 自杀 笠 
其 隆 阶 为 一 个 月 由 度 9 。 然 后 对 此 誉 标 可 得 能 量 和 分 


F ka q Aq BRAGA. WREEXHORSRgef(q 则 积分 
得 
t= | + const 

(2) 首先 应 用 江 特 克 法 将 % 个 自由 度 的 力学 方程 用 能 量 
积分 隆 为 % 一 1 个 自由 度 。 十 是 狐 得 的 方程 中 由 于 都 是 循环 举 
标 ， 所 以 继续 存在 着 新 的 能 量 积 分 ， 如 于 可 继续 进行 降 扒 ， 
直到 成 为 一 个 自由 度 芍 力学 问题 。 然 呈 按 照 (1) 中 的 最 后 一 
步 用 单 积 分 解 出 最 后 一 个 方程 式 。 

例题 

— 3] S3 E I) rfi BA ET BR ER Dy 


1. 
L= y ft 45 4$ (q) 


* 161.5 


id dide UBER EGER. 
WE. 系统 有 能 量 积 分 


F fGDdt tydi tgh 
将 9 一 dg RAER, 18 
3 fidi Gi qu iC m 
KE Hi q, 


yn /2h ZICN 4-235 
1 V 7 ( 


XAH Lu q, Hi digi FC Pm. Mrk 
o= + ACE T Gant 
应 用 (4-227) 求 工 。 我 们 有 


E —f(qdi t (las)qu = UfGg- 43145 


将 (4-235) 和 的 di 代入 上 式 ， 便 得 


=. 2(h— bu f uU + qu) (4-238) 
BE YES Eg 29 
d /aL 8L! 
=Ù 4-237 
dq rx 6 qs 
Eg L 中 不 含 0， 改 (4-23717 存 在 着 新 的 能 量 积 分 
oL 
95 _ LER (4-238 
nan ) 


. 162. 


aL 2 hg) 


所 以 (4-238) 变 为 


v 2givh-j(n) /ri TPR 
I MES ALFE) a3] [h— bog] 


= K 
或 
NM cA 
V fG 3 qi [gz figa) — qx] 
或 
2 [A —b(g,21 spa 
CES Lf C qi2] K 
EE 


EN 2040 A poe,) 


因由 一 -9 全 ， 所 以 上 式 可 积分 为 
4 


- L— — = 


= 
Y JN df GU - 40:1 - 54 


qi = 


W 变量 可 分 离 的 拉 格 并 日 方程 和 
刘 维 方程 
入 这 一 - 节 我 们 研 量 -类 完全 人 林 积 的 杀 统 。 
l. 人 分离 变 量 与 局 部 能 是 积 人 外 
E 163 * 


考 卡 一 个 完整 的 、 有 鸭 的 力学 系统 ， 广 义 和 坐标 为 ,各 ， 
no 如 果 有 一 个 广 关 人 举 标 ， 例 如， 在 系统 的 动能 工 和 
执 能 六 中 被 分 离 型 来 ， 邵 | 

T=T ET ur Qa ho nt) ! 


(4-239) 
V2VoRVG qm, 
其 中 | 
1 a 
T,—9(8)d (4-240) 
F= Wig) 


BA H A TE 
d oT OT d 24. l... 3 
dí Qd. qu di EACEA PALS DEE 


= Wilg) 


Bp 
«Gd us Gnd — WC) (4-241) 
KO-PE ERU 2d. fiEl 
2 [u gd: 2W (5,1 0 
因而 有 


T, +V,—=+u(q)91+W,(q.)= C, const 
(4-242) 
Xx FE B P7 Cb p a. i AR EIL T P Fe pn. ADT Bs sy 
4diER, Wad3jpBgHEMUMaT(i-242). FJES Agib femp gi 
BJ 32 ly B 35. 
e 164 = 


由 (4-242) 得 到 
dq, — [2L0, — W GAH 


di uCqi) 
因而 
i01) 2 
i7 sro citm CH) 
ERRANA HB sger agn AJ ES CT, 
Hp 
T= > T, V= Š: V, (4-244) 
其 中 
1 a 
F | =-y us(qs)qs (4-245) 
V.=W.(qs) 
HEREA T m, 4" 5 5 29 ka: [SJ E 8 BE St T 
T+ V ,= = us(gs)81 +H alga) 
—C'.-—const (4-216) 


(s—1i,Z,.-,m) 
pz it S, IER ERU ILE BUE A EJA m l SH BHO. d. 
是 另 -- 人 小 犯 立 的 各 分 
利用 % 个 局 部 能 量 积分 ， 系 统 的 运动 完全 可 用 积分 天 这 


出 来 : 
(qe) :=1 2 ... 
和 Var 各 
(4-247) 


s 165 + 


《4-257) 给 出 了 系统 全 部 的 解 ， 其 中 C. yI 为 各个 积分 常 
S. 

2. HEFE 

1849 tgo 4E (Liouville) 将 上 于 沈 全 保守 系统 的 结果 推 
P RMF; 有 几 力 学 系统 的 动能 和 势能 可 以 分 别 写 成 

T =F (ui (4) E502) + tn gn)} 


. {V+ E .,(g. G t Vn (953931 


Hg E WiCg) t Wn qa) 
(qi) +u, g.) n dw qu) 


(4-248) 
那么 此 力学 系统 可 以 分 成 单 积分 的 形式 来 求解 。 如 令 
Pog) cqa = dg; — (s=1,2,--m) (4-249) 
过 | 
"PECEVA V lgs) "s 
di —VsOsdi (4-250) 
这 样 ，(4-248) 变 换 为 
T — jut(g1)+ul(q1) tT ukqa) ] 
. i1Q1* dit eeeré 》 (4-251) 
uj(qi)-c- us(iqi)d- o tun ga) 
prism, DIR KER TE B, H$ 
u= È usg) W= È WC) (4-252) 
821 # = 


q ERG 


+ 196 + 


201 vu. .. 
T ——u(ditdic cdi) 
y = 


qz 
无 于 4 Rub: 6 BB H AE 
a oT aT av 


di 2d, Og ac 
成 为 
d. 1 ... . | 
4; C40 x Hed d zo - 
TCI TBSOPOSR FQ EPI 2eq,, 得 到 
Z Cardi) -uqi(gic-qiT- cO E 
qu 
. oV 
= — 2yġ L. 
ug Əq, 


系统 的 能 量 积分 给 出 
1 TEM 。 
gei tgi tetdi) = 
KB h JE iÉ i S 3804-2560 A C(4-255), fu 


d 250533 _ - P i : oF 


2d, ES da, A2 V ju} 


-二 一- gj, Un (91) —WiCqi 0 


| 
b 
aadi 


2 PAN "JDESVACS 


f 


(4-253) 


av 


der 


(4-254) 


(4-255) 


(4-256) 


(4-257) 
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1 ` 
ledi-hmG) — WCg) + (4-258) 
其 中 y, 是 积分 常数 。 对 q.,gs i 我 们 可 得 到 形式 相同 的 
方程 
1 , 
yuga = hus(qs)— WeCqs) T ya (8—=2,3,. ,m) 
(4-259) 
Hi (4-258) mi (4-289), 4#] 
v/ hu (gqi)—Wi(qi T Ti v^ hu, qs ) — V «C qa) + y; 
v^ inkan) — W aq) Ys 
2v 3a (4-260) 


y 
以 上 各 式 寂 量 记 经 分 房 ， 世 以 可 以 分 别 积分 。 

由 于 能 电 积 分 的 存储 ， 积分 常数 Tas sn HEE 
iké. is b. F (4-258) $0 (4-259) 相 加 ， 并 对 3 求 
和 ， 得 到 

eC ER EEE ES, 


= h PLACH, m 21 W (gs) + 2 Ys 


BD 
uT —=hu-—uV + (Yi Ty; t+ Yan) 
或 
y, Ly, i. y I = u( T + V —h)=0 (4-251) 
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3. 例题 
fa. 
S. 


多 自由 度 常 系数 线性 系统 是 一 类 完全 分 离 保 守 
E 多 自 田 度 带 条 数 
-次 型 


+] 


E: P 
^ 


ku Z kE S Z J ai Hë P| ae ug EF I 
T x > > Gskt ed (4-262) 
FE oe. Tydí4R. WEURT S s pad IMG 
=+ > SI Derfedk (4-263) 
HFT X E PZ WJ F "EG. JqRdEQSEEAaux. 证 
appigess—-4-3ibwp5ReESUEZERSMR, (ds TERTA R mn pp 
八成 带 系 煞 的 平方 和 ， 刚 
T= $n 
( 4-264) 
F ENT 
HE $E CA-284)510(4-244) ,. "BEI CA-264) # E Si 2 
REPRE. AIETE nA SY PB BE PE T, 
Bim. 
£12. 
B. 


D e 
cn 8E 


> 分 高 
J£ B KE dE SE ix 
RRR KI b, WASE ER E RT o 
JZ HP ER R C 图 4-19 0, PELA En WR B 
T — m (HO 12 Q xn?) (4-263) 
V —mgteos 
用 放纵 法 ， 将 全 、 玉 写成 ; 


(4-265) 


w (o9 4 


(4-267) 


y= m? gl? cos 0 sin *0 
M zn i^ gin? 


X H(4-248), 我 们 有 


1 
uol 0) —ml* sin?8, V (0)= 


sin à (4-288) 
Wg(8) — m3gl*cos 0 sin? 
* £t , 
on sin 20 ' p* 一 中 (4-269) 
mj (4-260) £5 H 
a MM 
V h. m L: sr 30 — migi cosd sin 20 + y, 


Qde* _ _ 2 di (4-270) 
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这 结 洒 给 出 下 面 两 个 关系 : 
| mi’ sin dup 


— = - — = š — š 
,, V/ 2 V mit*sin*é(h -— mat cos 0) + y, 0 


(4-271) 
| Yd =o 
s! sin0,/ mit an?0(A—mglcos0) Y, TE Po 
(4-272) 
其 中 
十 ?as 一 [0 (4-213) 


第 四 章 3 Aü 


4-1 在 拉 格 朗 日 方程 (4-21) 的 推导 中 利用 了 哪 两 个 经 


典 的 拉 格 期 甩 关系? 方程 (4-21) 对 具有 怎样 的 约 开 系统 才 成 
xz( 单 面 或 双 面 ， 稳 定 或 不 稳定 ， 完 整 或 恬 完 整 ， 理 想 或 不 


理想 Jr 
4-2 -MH HEP, Rr) E, 


AKo TABTE £0, # nEs 


KHEE, EE 
Ax. 方程 
A 
下 

= g 
|) PAP, +P, 
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WHE. eicohfe7g a, WPa, $F 


HE PER ba PE BJ Pt 3 SJ 2 1, 


s= 一 F l (让 ea Vprp pr: 

4-3 W O A= i, ihe m M p F E XE iB PC B Hn os 
FER. BECERA ra BuTAn—35 A Fr — shi, RES 
为 站 。 定 滑轮 与 动 带 轮 用 皮带 联结 ， 皮 带 拉 紧 ， 使 当 和 系统 运 
Bb. Weide ah. RAA EP, SIEHE 
Q. PAAK TE Pq. R iE TRS RS DE E 


——  — 


T. — 
e: CUCPT3Q E 


R 4-3 [5 

4-4 EMT 1010N， 借 滑 所 组 将 重 物 M,GEÉdB. E 

q5 M. n $e HIE ph üu 4 H: de 3200N, WixEGtUD. 两 个 

大 滑轮 每 个 重 160N， AAAA PE Si SON, KIP SE "É 2 
Apre. GHI ve IRM TEDI E IE o 
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15 
— 55.5 7 

4-5 一 质点 夺 量 为 加 ，。 JE#-— 2 E, fàEBSD)—30£2 
TOPE v eE IL. SIECESRPITPBIÉRREK D. HO 
Wr £EmBpERER, TAVITI A a 6835 Ra Ph y S. 

35. Ch 0030 + $20? + gsin0=9 


T. G 


Ej 4-8 fd Emi 4-8 

4-0 一 质点 型 在 重力 作用 下 沿 一 以 等 前 速 巴 绕 固 定 PY 
垂 四 转动 的 直线 AB 而 运动 ， 直线 AB 与 水 平成 a 角 。 求 
于 大 总 运动 规律 。 
E p=0, etwa O eero gine 

c^ GO “Q 

4-7. — HRE 2a, BOUM, Mim E J Eg 
并 消 国定 水 平 图 周 上 清 动 ， 另 一 质量 是 品 网 小 环 以 不甘 的 相 
A EE o GiT Ea ARIT REE aa 

A. $0, 80—0, mÆ RA 


$ 
—0 = C «aol —— nnm E rr 
N es 
Tr : 3 


LI 1123 * 


ga 4-T 图 

1-8 — E P| FE IKPA EZ Im, 半径 为 了 了 ， 在 一 空心 加 

柱 体内 才 而 上 尖 滑 动 地 滚动 。 这 空心 圆柱 的 质量 是 好， 半径 

是 芋 ， 能 绕 本 身 水 平 负 O 〇 转动 ， 两 圆柱 对 其 自身 轴 的 转动 慢 
BS EDS M R: 及 二 mr*， 试 写 出 系统 运动 方程。 


2$. ig 6 —— — ELAH H f Y 一 两 往 心 联 线 的 转 
f, = 
(M+ > m) RÜ —İm(R-r)ğ=0 
2 2 


3 . ls | 
EI CBR—r}® -Rd+gsing=0 


4-9 一 车 在 斜面 上 无 滑动 地 深 动 ， 射 面 与 水 平面 成 角 
c. AEA EL de TEE E CSREIBISE TT) E Zoi8 29 8528 37, 
BDE K BF S s. 82 J 2 K k: bk gk RH E TARRE 车 轮 除 
HORM, MEERA MaE m, 回 柱 体质 量 GEM, w 
=E pe EE JJ ku a S m AORE IJ it yE B Ç 
X. xEBEDOGSex, PERERA p, 


Lr 


.]74 。 


BM 6m 4- 2M, 
CÓM 49m IM, 277994 


5 


题 4-9 Z 题 4-10 图 
4-10 一 均 质 区 盘 半 径 为 玉 。 质 主 为 M， 可 绕 其 自身 水 
平 灿 口 转动 。 在 圆 静 的 回 周 上 以 长 ;的 强 AD 悬 一 质量 为 ma 
的 质点 。 试 写 出 该 系统 的 运动 方程 。 


答 : (m+ RS + m R1cos(p— UAI 


+m Fi Sin (g — h)? + m g R sin p—0 
m. ËR i cos (o — p) + mtp 

— m F: sin ( @ — ip) p° + mgl sin h =0 

4-11 —J8 +E E ie 

d, EhDEZJm, HÆK EI 
JURA. AIER #¿ HS 
为 的 相同 弹簧 联结 于 四 村 
二。 联结 点 在 回 柱 长 此 的 中 
m PBS4hi£kl o, MERA f 
BlxE. jP E TE sb BJ SLE, w 
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4-12 作用 力 共 有 什么 条 件 ， 才 能 将 完整 系统 的 拉客 朗 
日 方程 写成 如 下 形式 ? 


d OL OL o — (,.4,2,..,n) 


di ed, Ode 
4-13 直 笠 写 出 习题 4-6 的 第 -一 各 分， 并 说 明 是 什么 积 
分 
4-14 直接 列 写 习题 4-8 药 第 一 积分 ， 都 是 些 人 什么 积 
分 ? 


4-15 ”一 匀 质 杆 AB, 
长 24 ， 放 在 光滑 水 平面 上 。 
村 的 一 端 控 于 轻 的 不 可 偶 长 
的 长 为 6 的 线 上 。 线 的 另 一 
端 被 固定 在 永 平面 上 的 点 
O. JER OAB 共 线 ， 而 
插 在 玲 击 于 其 长 度 方 向 上 以 
EE p 无 转动 地 抛 出 。 试 证 杆 与 线 的 最 大 张 角 的 余弦 是 


题 4-15 图 


c 
1 = go 

提示 : HUU XE P, 0; 写 出 两 个 第 一 积分 。 利 用 禄 
始 条 件 1 一 0，g 一 0 一 0。 外 二 0 一 0， 乡 一 个 定 积分 常数 ， 得 


到 运动 的 一 般 方 程 ， 在 其 中 取 0-9, Hf, 
4-IS 外 根 相同 的 均 妇 村 ， 长 2， 被 光滑 地 锐 GE 229 
J ABCD, nu A [51 5E, ii a O E Fh s TE — E 11 A BJ Y TP $8 
+ ]7Ü = 


E EiS, JDGÓRSJIC LAGER. METI A RE e 5$ 
FERES, AUR: MATRAS anh Ze E Ei BJ 52 
zx dO, BHI 4j 


aw COS a = 3ggin a 


X5 4-16 图 Xu 4-1T 图 


4-17 两 皮带 轮 M M. Wm, m y, 半径 次 
nEn, ALA AWT, BEBE TO M 2 ?za3， 半 控 为 了 
的 滑轮 M. db M. uj Z BE Db zk E WH O SEED, j 2, Ñ 
F EJ? je < [Rl 22 8 TP SI BS +€ FR Ty Es Ta rE E ROAD IK 
ibm ü Du 8 EE Os 及 两 皮带 轮 中 心 的 加 速度 d Yra 


Tia — THa 


管 。 Q=. RT g 
(m, 十 Tr. + ma Jia 
ar aT + 0»4) -- 75, 
J= 2 amy a) , "a og 


J (os + Z, “C > ma) 


+ IFT >» 


Sm t matm _ 


3 (m +m, + $m.) 


$i g 


4-18 一 在 出 质点 在 某 力 作用 十 运动， 试 证 ， 在 球 举 标 
中 的 广 沁 力 奸 1) 作 用 力 在 天 径 方 启 的 投影 ; 2 作用 力 对 2 Ba 
ASIE 3) 作 用力 对 过 坐标 原 扣 并 垂直 寸 动 点 也 在 经 线 平 如 的 
ET 23 X15 


kg 4-1B 图 gi 4-19 HE 


4-19 一 质量 为 ml 的 质点 条 ,被 限制 在 水 平 了 网 定 直线 
OX LEES PEE; 一 质量 为 m, AAM, 用 一 质 旱 可 以 
忽略 的 长 1 的 杆 和 前 一 质 点 租 联 ， 此 杆 仅 能 在 遂 过 该 固定 直 
gh poit uE Z up imc. XE CU E S E B JJ TE, RIER A 
BJ hr $ ËH d ge. 


4-00 ” 试 号 出 按 沾 顿 定律 (相互 引力 为 了 teta， 了 为 党 

AE. meu om, Y NL, T ARARE S AET UE 51d PS E 

HUS M (2; 3, 21) M,(2,, Wu. S.) 40 er bH HRA Cj] 
. 178. 


直 骨 坐标 表示 D. 

4-21 一 对 称 陀 旦 赤 在 固定 支 座 上 着 日 仅 受 垦 力 作用 ， 
广义 坐标 取 为 ， 陀 螺 自 转角 99， 章 动 角 自 及 进 动 角 岂 。 试 建 
SE PRIBLI B H ii SERERE, 对 点 0 了) 为 4， 
A, C. 


gz 4-22 图 

4-22 IEEJ m B) EL £F PT EA EI Hr Hh #E BS E RE Er rh 523, 
FF FILS Z: Et EV M ido e IIR PE, TIRS TAA 
WREKE gU B. HFI FREJ, IRSE np. 
iR BS E PS] JI PE JEE a 

答 : H d———J 


| + 


ER g= — jotea 

4-23 -PE Se K EA O e sh, TOI E Litn- 
4.43758, Sg. Hm K EO meyi UP, U) — A TED 
e 179 > 


E. 4-23 H 
— H3EBUSÉRED m SE BJ D ha sl E S. Mak A E BABERE 
比例 ， 比 例 常数 为 6 其 刚性 系数 y. BHANA *ü ha GS M 3f 
SY fi eA WAT S Të FË Z B| gG H EU. VOR EZ TS 
同期 。 
a T 一 2 


Mim 


4-24. RATB BRAR ACSI pA, ü H Bb 
ATERRAR nm. 


1-25 ARERIO 函 数 L-i Tz 所 决定 的 点 
jam 5l SÉ, 
A. x 一 ciareh- 一 十 ea 
l 


4-26 REA m BJ rE t s I TE E s m OX Z A Rr BH a 
= (r) TERES. AEM, HRE EE — 


z 
n Ef df i ë Sf 
Gx* dx dad 


AT 8j 1 «(Sy 
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4-27. RAR, iW mp kaba B] Sd 2 iky— 
lar 无 滑动 地 滚动 。 轴 OF EREE, Raci, 取 切 点 横 
华 标 节 作 为 广义 华 标 ， 试 写 出 拉 格 朗 日 函数 。 


3 ms to ) — a s 
€. = 一 dg RN Nd 
S: Loma iai J 


ix 
—3mga| zi + E (loro? xy 1 ] 


4-28 PE RB SEN UA] T83E EF co Ze HL 
Je Lera, TEMJA LEHM AAN mA SSH BRE 
c AJIRI 汪 同 同上 的 点 口 心 结 ， 划 图 所 和 示 。 弹 入 在 未 变形 状 
E RERET T He. 这 以 拉 格 阅 甩 方程 形式 建立 回环 的 祖 
RPE ode. E, 


中 


. 1 a» 1 
L = or HO (q^ + co? sin g) > Š K gp =o 


. iol 


= mg R eos p 
4-29 — ispa PS20806 sl E teh, SK kE 
一 小 珠 , 令 给 小 珠 以 初速 度 , 使 它 怡 可 从 环 的 最 低 点 沿 环 逢 至 
最 高 点 ， 试 证 质点 走 完 890 所 需 时 间 为 W ry In n 2 


T8241], 
4-30 两 个 长 为 上 的 无 质量 杆 在 
一 端 都 这 有 质量 为 品 的 质点 ， 第 一 村 
fT bi LBAP, S metu 
Hum WARR. BRE AS $ë 2 
, WARRE a gt R D $R sb. WE 
" ZEKE KAHT, 3fElqu g; 
xig OB JE EHE. BS 
中 系统 绝对 运动 的 动能 和 相对 运动 的 
A SE a 
4-31 Xem ym X 7) Qe 


_ a eV 2 u EN " 
根据 等 式 QI. E ES 8—1,2,--,m) HI 339 Bb 
Figs RAE, WAR X h gË 


V,= V (qe, a) + zi E" ds ET. 
UE IU S gg VCqas.d.)Hj, 7] Qs TE, s rt UC Qn: 
i)A nTpqE I COE SS p SE. 
4-32. 用 刚度 为 6 meg mr o| E ah D. Fi Et E m] 
$5. inc dude Sp 3 O A WA. qf HO DERART f. CE 
. 182 » 


Ə 
和 e, O 
———X 
0, " 


Em 4 32 图 

f 2 Rx e IRI EE, Poe HEISE 29e. B) 98 Fa] se #I| HE 
+, Bitis p O, X 5 iB xe HEX. mu Hom uh EEG e 
CAIRR JUR 58 T 8. RE p th E -GA IRL 29 ti TECH 
o, EATE ARDA E F, IFES, 300. c. 
f. kn FR Ij BA. 

GL. de-2o0, 2E-—S3fPR 

4-335. OLK Ts b. AEJ m BIJPN T aA 
AE R RARR E EEA, RA ao BMI 3H. — Wi 


不 动 ， 另 一 质点 有 重 间 于 线 方向 的 违 度 二。 到 一 质点 的 坐标 
(r, yA fX J Hu TE br LIRE Hg a 0 79] XN ER, DAEE Z SS 
Hunde HE FIARA gp 6 一 -+ 


Trei% 


3 
Ei BS E A TEENER IREA o 
4-54 e 7H EE ss 28 p pe PH I3 wisi 


— Gi 13 as. 
r. =a 6 yilt 2g + cq, 
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Eha, b,c 为 给 定常 数 。 试 用 Routh 法 降 阶 求解 。 
4, Routh 方程 的 积分 为 


i . 2 


积分 常数 。 


或 
dq z 
( di —4(g,— E Iga — 6, )( q, — és) €i E, e, 0 


1 2 1 | 
Eea + es + ese, =-= 6 + E). =e, 因此 可 


将 名表 为 瑶 耳 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 函数 
gamli + s) 
4-35 HEUS T- EL Ei EF B5 A S IJ hu RE BR F Pa COS L, = 


g 十 8 十 138。 利用 能 量 积 分 。 征明 解 依赖 于 五: 一 


(Ea in) 之 动力 学 风 题 的 解 。 利 用 后 一 系统 的 能 


积分 ,证 明 g% 9 之 间 的 关系 有 形式 C@ 一 光 g 6) — 4 (Ci 
—1), 2 E Q RK e Xd ord EE, j 3 Weierslrass AS D ES HC, 
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第 五 章 ” 拉 格 朋 日 方程 的 应 用 


这 一 童 研究 拉 格 良 日 方程 的 各 种 特殊 应 用 ， 包 括 有 有 多余 
学 标 系 统 的 拉 接 闵 品 方程， 准 坐 标 下 的 拉 格 并 日 方程 ， 耗 散 
并 数 的 拉 格 其 日 方程 ， 打 击 运 动 和 的 拉 格 期 日 方程 ， 初 如 运动 
问题 ， 相 对 运动 动力 学 的 拉 格 妆 朋 方 称 ， 人 变质 量力 学 系统 的 
拉 格 庆 日 方程 ， 带 参数 约束 系统 的 拉 枯 六 日 方 祖 ， 包 合体 服 
约束 系统 的 拉 格 朗 日 方程 等 。 本 章 每 一 节 莉 是-- 个 独立 的 专 
门 问题 。 


第 一 节 有 多 余华 标 系 统 的 拉 格 朋 日 万 程 


l. 有 条 余 誉 标 系 统 的 拉 格 朗 归 方程 
设 荣 完整 系统 的 位 置 由 n% 个 独立 的 广义 稚 标 由 ,2,… y Qa 
3k 35 SE , 33; BH TREE. Ri m A 2 G= 8]5 Ef (fars `" anay 
ik Ry m 个 理想 完整 约 来 方程 
Fr disgra t nn s nom, 8 )= 9 (5-1) 
(y1,.2,---,72) 
£J (5-1) dk Sk pp 48 2» E de CIS 
WT? Saa = (Qu—1,2,-,m) (5-2) 
如 果 用 dd, Qa m E [Š Ë Et TG EET, EISA Z: 36 8 A 
££ (4-19) nf 33 BOE X 
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一 -一 - 一 一 一 


4A dš a Og. 
为 和 (5-2)、【5-3) 导 出 育儿 有余 坐标 的 完整 系统 的 动力 学 
Jy $m, UJ PPE H H 3 8 B 380 5S-2) rR BJ b — 4 3 rd 
EPET Ays PER 然后 与 (8-3) 相 加， 得 到 
e d oT an B 
M (- di Bá. + +Q. + > Ay ?- Jag Ü 
(8-4) 
我 们 这 样 米 选取 m ECTS Ay 使 得 Ognir cc» gnam 前 
的 系数 为 地， 即 


do cT oT Of y 
-2 oT Qo + =0 
di OQnip —Oqn,p Gn sp E ” Danav 


(0--1,2,---,m) (5-5) 


ntm 


— 
*-1 


T EOM 4) 


n d $T | S A 2E = 
| È- TE KASI -- + Qat P Ja ons 
mj TH 59; MIIE» aa 

_“ er , 9T Si A PIY — 5-6 

dí Og. Ba 50597 F3, 70 (9-6) 
(3—1,2,..-,m) 
了 了 7 程 (3- "ON 6) 合并 为 
d oT _ 22- 5-7 


"e 。 
这 就 是 有 多 全 从 标的 完整 系统 的 拉 格 朗 日 方程 .方程 (3-7) 与 
wD -DR Qr, UY SE mm Er SO SE AB die Quo a 
Qnam EI m PT A Aa yr sme 
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2. 完整 约束 反 力 的 确 室 
方程 与- 站 各 过 第 二 项 ， 实 际 上 上 是 与 约束 (5-1) 相 关 的 约 
ERJ S B. düdE 


R= M vr (4—1,2,---,n-- m) (5-8) 
yi qu 


如 果 能 从 方程 (3-7) 各 (5-1) 中 求 得 Ay， 则 由 (5-8) 订 确定 出 
约束 反 力 。 

3. 例题 

例 1. 图 8-1 为 荣 洞 震 仪 的 示意 图 ， = SERLO EE Hü Im 
Pj. [PH ER A BJ RERZ m, ASAF HE., T bo (G 5), i 
GRO 26 TE fo E ñz ER BET i E fv Te sb (6) pj Ho 

ÑE: RAZA, RIIE RG a 
能 为 


1 J aot 


一 qm Ty 


— mt- (z+ oD] 
. 1 - 
ur rp (5-9) 
D sh sa O RKE mA kk ES, Ou] 


势能 为 
V-—mgia—(r-4c)cosq] 


(5-10) 
EIRE, P EFES TKR 
f(z,qQ)-—2e*-rua*—2uxcosq — b? 0 (5-11) 


ARE H SB IAS RB MRNA -21), QUU CO- 10) 
e 187 a 


f# rh r, ZOEe.Qp.q4EVonEPXE y (zp) 1 o, 
PR z,2). Rm iX EEBE3EARIPA. 于 是 ,我们 保留 一 个 多 
傈 坐标 ， 把 外 和 同时 取 作 坐标 。 有 多 余 坐 标的 完整 夭 统 的 
Lis bH H AIEG- 2 H 
a er Of 02V | oF 
di Op — Og öp eg 
d oT oT _ 28V ,,0f (9712) 
di Oz Ox Or Oz 
将 全 ,VV， FA 和 C5-12), 人 到 
r(z + 0) q 2m(g2-4 e)1 a 
= — mst g ) sim p + ZXazsinq (5-13) 


m —m(x4eo)gp*-—mgcosg--2A(x—aGcosq) (5-14) 
JimECO-13),(5-14)/g pu íg(0o-11)4E xz, HEISE) € , x Ul 
BA. | 

Maia E, UG 

su pæ p, @O8 2 == 1 (5-15) 
FÆ; (5-11) 73 
a^ +g — ag — 5* —0 
ED 二 一 上 (5-18) 
将 45-1L57、 (5-16) A (5-313), (5-14), 3E dS Fa Er six, 
$3 34 | 
[m(a bte Y J 4] p — —mg(a—b-o- c) -3ata —b)o, 
0429 —2Ab ) 
AHEZA GRE A, Tha far 


. _ XT 
[elab te) 4 alë + mgl e ETE jp=0 (5-17) 
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内 假设 be 人 (8 一 6?， 记 以 史前 系数 为 正 值 ,这 个 方程 就 成 为 
ad DL TERRE ENURZRINU PUTATE. BUE hNi 
BARUR a BB | 
+ =2x e [m(a—b+ey +J] (5-13) 
mglbóc—(a-— b) 
£02. 一 质量 为 m H IEA HE Rg F imap, 
Ra DEARER TSE ”一 s=0bj, WIERE z 的 正 
Ki. 质点 在 点 * 一 3 由 二 02 一 0 Akhi EI R. 试 确定 
螺旋 训 给 小 珠 的 及 为 的 2 分 县 和 消 分 量 ，。 
解 、 小 珠 动 能 在 往 坐 标 7 , Db, z RRA 


Tola + l anaq + 1l mg (5-19) 
2 2 2 
ZJNER Ph AE 58 9 25 18278 
r—a=0, z—bp—0 (5-20) 


系统 是 一 个 自由 度 的 完整 系统 。 如 果 取 = 为 广义 坐标 ， 
则 动能 为 
pat at+ b° ài 


y "—pi (5-21) 
y 3X0) 
5B. 25 yu 4 PE H2) f£: ZJ 
a oT T I 
z 95-019, (5-23) 
Ti(5-21), (5-22)4& A (5-23), 我们 得 到 
m 2 D s= mg (5-24) 


利用 亡 始 休 件 f= 二 0，# 二 0， 名 二 0， 我 们 有 


btg 


| 2 = r6) (5-28) 
将 (5-25) 代 入 (5-20)， 我 们 得 到 
" =ni (5-26) 


然而 上 还 过 程 并 设 有 求 出 约束 反 力 来 。 为 确定 约束 反 订 。 
BRR: MA Che. 5)p 68535 2 


T — mat: + (5-21) 


Xp£g44(5-20)8LA A EE A, EA 2 p ABU TI N H 2 22 
(5-7) 给 出 d OT oT _ 


di Ag -a "Q4 ^ 5-28 
4 OT 0T s, ap 
dí 3j op | 

DO X373 QL = mg | (5-29) 


Qu 0 
(5-27), (95-29) A C5- 2: ) ,得 到 

mg-—mg-- i 

mab = — Ab 
AWixE(CDb-30)ym id: A, Ti mingnmiu£s5505-24). H5-30j 
fjHC5-200, 解 得 


(5-30) 


A ES (5-31) 
TE, EDERIJIHSI Xi 
z 
Re- i 
p, ngb (5-32) 
um 
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设 螺 绕 反 力 分 量 为 二 sw MA 


Ta? 
E= FR, = Bi 


p = Bs. mgab (9733) 
M y DEN 


3223 AEA TAAA A Ai 


l. REBER 
1E Jj 5E ADEM, 5| HESGAinB DOES d SUÉGEGEEDX 
的 。 正 其 | 近代 力学 家 Synge 所 说 . “从 单纯 技术 观点 和 数学 
EE LX |, Ë Ë PAZ P RREA, ES ZJ 38 =Z: BS AH e 
子 ， 某 个 想法 的 发 展 和 新 的 事实 的 获得 常常 是 依赖 于 引进 以 
zb mj." 
(D HE >F 
3t J] 5 # E BJ LIEB n Sp sz hy X MS P6q a gas `, Gn 
米 确定 。 在 研究 点 的 速度 时 ， 在 不 少 情 说 下 不 是 坦 拉 由 让? 尺 
XRBEQi Qs da 是 用 它们 的 某 毕 线性 形式 米 确 定 : 
o= Mandy (5m1,2,-,5) (5-34) 
其 中 系数 ae TK Ru U SC dt. 
Bic. PAE. CUT, 在 刚体 强 定 点 转动 问题 中 ， 可 
VLA fü wá SE c REGE S Ji) PAK B lui BUS Egi pR $E, BD 
w = 0 cos p+ ġ sin sing 
w= — Ü sin ø+ ijr Sin Ü COS Q (5-35) 
9n = @ + 4 eos 
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RPE REBRI E, WAE, DEEK H, 
FA E RISE qu ZEE (3 3E D Taj o 
身 方 程 45-34) 可 和 解 出 广义 速度 


dr— S 5,so, (rz 1,2, ,m) (5-36) 
$-1 


Hom brs DIERE ter] AA $E ETC XE. 
(2) ds x 
与 5-34) 和 相关 ， 我 们 研究 广 光 举 称 微分 的 线性 形式 


qr = 0 《和 一 二 2 (5-37) 


E dx, 称 为 准 坐标 的 微分 。 因 为 关系 (5-35) 一 般 是 不 可 积分 
BJ, uci ws TE 2J28 £ RJ Hš 28 a. AS 482869. B = , sh pa 28 F HB 
引出 记号 xç, HRZ WARRE JURE KARHE 
简 作 会 式 并 减少 文字 记述 。 

我 们 引用 记号 

Gg. (3—1,2,..,n) ^ (5-38) 

其 中 Ts JÆ HB q S JE dË oes 对 时 间 的 导数 。 如 来 裘 还 式 
(3-34) 或 (9-37) 是 可 积分 的 ， 那 么 归结 头 

Ts = Tgl fis durada) (g==1,2,--- @) (5-39) 
PL E HH l E B TEI OX iho Enie 2B 26 q; 89 r SA L 
EE X nen IF UE E iZ 
dalX] A ERR ES Genau 3 .2bR445i(-95.(50-21), 
则 有 

dp= $ OP egy o Y Ep * 站 re 


r = 1 Og £ < 1 
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T - p 
== m dog 2 可 
Tal Ful 


P Es H FATTE PX Ts PJ m E Xu 


op $ —1,2,-,n - 

AP Xp b Sel (eigen) — (8240) 
A A SED EAE TIC 1,2, -, NRH, 2SIIECO-40), 
有 2 — (5-41) 


Qu. L = =, qi 
点 的 速度 失策 MERRI 


pi Sfi eri 
fi =, ĉas +da 十 EF 
ON Tu êri 
— P» P > b euch 十 
= Sa oT; Y oTi 一 
之 ON ant ei (9-42) 
ES] IC Sp 331] 2 2 
Ui; _ cT; _ 
Do. — Pa. | (5-43) 
53 356 3& (5-405, (5-AT)4E 58 EJ 258 21 8900 73 
ep Aa 
一 —1 2... _ 
qu PN CRY E (r * * :的 (5 44) 
04^; n" 
a= M our BE (r=t, 2pm) — (5-45) 
由 关系 (5-40) 知 ， 存 在 运算 
à " ə | 
. == . -AĜ 
Te 2 brs Agr (5 4 ) 


运算 (5-46) 在 简化 公式 上 起 重要 作用 。 
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2. 淮 坐 标 下 的 拉 格 内 如 方程 
理想 、 完 整 系统 的 科 格 朗 日 方程 为 (4-21)， 即 


za cT CD 
di 2d. Bg s (81,2,---,m) (5-47) 


9L (c 5 RECS-48) F HUE BAR T RUF ELI 
b GU S XO 3RBE D 2 RI (S-94),. (9-36) 6, # 
(5-47) EDA SRL liom bu, 并 对 s 求 和 ， 得 到 


Bd T, — $ Tags Š as 
2ldicdg. 087 Doa bas 2 Q ba (5-48) 
令 T'* 为 用 准 速度 表示 的 动能 ， 即 


Tg sft) =T (gzs = Bsr Í) 


T (qs ds , £) == T *(g; 5 > (akka 1) 


我 们 有 | 
aj. - Ë Dor od. =} Es (5-49) 
E e 
总 ba- b Rita. 
+ >: > Gi disbar (5-50) 
AX. TA 
> Crsbst Qk 
à, ^ Š jy 一 ^ Qa $ T" (5-51) 


Tal qr Th» L 
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5.81) 代入 (5-50)， 得 到 


+ 3 3 © $ 3T” 9n. 


Mali al #=1 ¿ul Or Ögr 


Š>, nb skCOm (5-52) 


Z7; $2(5-48) 88 1E — xXx 
^" K: % n" n n 
0T b= Em S $ 2T* OT Darr 
s= 1 Cs 


=. ag. br mm |x 


lel f=1 m=1 Em oq 
注意 到 (5-46)， 上 式 可 写成 
$T pa St. h h $ $9Tt Ən, 


二 = 了 Ada " E m=1 r=} 8#s=1 Inm! Qc; Ogs 
"Dru D situ (3-53) 
Jh, 3(5-52 8105-5334 A €C5-48), RÜ E 
d eT* MN T | oO 1* p. 
dí Or + 1-1 pà Yni Um Or Fi 
(5—1,2,-.- n) (5-54) 
其 中 ow wi /Gs 90g _ 
yc 2i B.) ba (5-58) 
J E2 S Boltzmann) = rits» mu 
P {= = GQ) b sk (5-56) 
ZH Boc EREN X77. 


A fRCOO-SADSURCE HR F BU Pr S PB EE Te, ERRA 
Boltzmann 于 1902 年 得 到 的 。 
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3. pjm 

QU. 一 质 几 为 m 的 质点 2 在 指向 定点 O WA Jj +E 
用 下 在 一 平 闸 内 运动 。 力 的 大 小 为 f(rY), 共 中 为 0 各 之 
HAEN, REGRESE r, 0 ,7? 和 4 下 的 运动 方 
程 ， 其 中 了 ， 了 为 点 的 极 坐 标 ，4 是 面积 速度 。 

KL. GI S s Pn qis ga TUE E cQ. Op 为 


gi —= Ty Qc 
h=, o= À =Ó (5-57) 
2 
于 是 G, 71i, G=, a =D, dac y 
2 (5-58) 
5,, — 1, b. == 0, b,, =Ü, bs mE 
ey st (5-55)r+[ 8 92 22 S PR S, RIA 
2 
yh= — a= 5 (5-59) 
其 未 的 全 为 零 。 
质点 的 动能 为 
T = mn irit) 
* 
于 是 有 Prl s (ot set) 
而 
oT OT — 4mm, 
— — Um == 
Qo 1? Qa, T 
eT* * 015 mco e šE Ci 
uaa T ` 一 -一 - = — = 2 = . 一 一 一 Ü 一 他 
Om, si gs Ps $5 07^ Qm eu gs 7 
(5-50) 


Pi- MQ,4-Q,-f(r) 
EE (5-61) 


Pi * Q b |= 0 
方程 45-54) 给 出 


d oT* g aT* aT 

一 l EA E — UT. n PH 

di ea» Pai PL E Qa cm Qm, Fi 

d2T*, b ba OT, 2T qup CO 
di óc, imna Oo "O m, F 


TECO-59), (5-80 3H(05-61 R (5-62), 我 们 得 到 


mwi , imoti 


A (mas) PA. p PR eC) 


"d 
印 i 
Aired? 
2 一 =a Or) ! (5-63) 
d-0 
Jj$8(5-83)R AT RAJA GRAm, À 是 一 个 常 
So 
P2. 试 由 方程 (3-54) 导出 刚体 绕 定点 转动 的 欧 拉动 
力学 方程 。 
$E. EAE yB E HY E xE xà E BJ Bi Pula kE e dh 89 au Ea 
EER, M 


w, = (eos p + $ sn 8 sing 
t, — Ü sim z + $ gb cos gp : (5-84) 
€)34— Q + d cos 
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由 此 有 反 解 出 广义 速度 多 ,6 Q Rl 


sin m cosg 
Ysa ung o "dn 


à = co, 008g — a SI Q (5-65) 
的 一 — uw, singetg 8 — co, eos pete Ü + o, 
<q =, Q3 0, Ta =p, B 
sinÜsinp cose 0 
[s] =} sin&cosp — sing (5-66) 
cos d Ü 
sing Sos p 0 
sin Ó sind l " 
3-67 
[55] = COS — sing 0 
~ Singeigü — cospeigü 1 | 
BIRDEY pe Le As Bott Col) 
AHA, B, CEHA., DRE 
T'* OT QT 
Ea — 4, Qu = Bo,, Qu. C0 
(5-68) 


CT, ^ àm, 05, 


现在 计算 证 兹 曼 三 标记 号 。 因 b = I. = 0, "s= fai, 


故 vl. - (ous EZ 
Y — "Ys = > 57， Bas )érsbos 
c, ðr 
D r-i1 . dg, Os Jörð 
Oo. e - 
一 Dos 12835 A PT 
3 
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= 一 sin0cosp = 9 T sing( — sing)— —1 


0 
类 人 局 地 ， 计 算得 


YA— —Yhà-c —-1, — yhà——Y5—-1 
其 余 的 全 为 零 。 将 这 些 系 数 及 (5-68) 代 入 方程 (5-54)}， 得 到 
Ac, rn 二 Pw *o,—P1 
Day, t YRC ww d và do sa =P: 
C co, T yR Bay say T yao sa = P š 
EH Ac,—(B—C)u os, —P1 
Bo, —(O — Ayogo, — P3 | 
Co, —(A— B)o wo—Pr; 
其 中 Pi, Pi, Pi 为 力矩 的 分 量 。 方 程 (8-69) 就 是 着 名 的 欧 
拉动 力学 方程 。 


(5-69) 


第 三 节 dede bk hb 318 P jH 


质点 在 介质 中 运动 时 ， 币 和 芝 受 到 介质 的 图 力作 有 用。 图 力 
的 大 小 一 般 和 速度 及 上 华 标 有 关 ， 方 向 和 速度 方 同 相反 。 这 一 
节 我 们 研究 在 介质 阻力 时 的 拉 格 明日 方程 。 

l. 在 介质 中 组 二 运 动 的 拉 烙 明日 方程 

在 质点 的 速度 丰 大 时 ， 阻 方 的 大 小 和 速度 成 正比 ， 方 问 
和 速度 方向 相反 。 这 种 阻力 纠 粮 性 阻力 。 当 质点 受到 粘性 阻 
力作 用 时 ， 上 质点 ms 按 午 额定 律 ,运动 微分 方程 为 

mY = — hirti i. 

mai — ki i + F iy ($—1,2,-,.N) (5-10) 

maži — kiei Fu 
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其 中 Fu, Fiy 了 iz 是 作用 于 质点 的 除 介 质 阻 力 没 村 的 合 


au. HO-O E, DR, S, ypg 


质点 系 的 方程 求 和 ， 得 


D (à; Öri 5 aet) 
Ti + 24 
RAV T ag, T raq, 


= 


= $ Oi Q nog IHE 02. 974 
— 一 之 ( biati Əgs + iy; dqs + k;;2; rr 
E 
> 


Ari OUi p. 22i _ 
È (T a SE ds + Fiy àg,s Ti go ) (9 71) 


+ 
Fe SS DU SA — 410004717) (4-18), 我 们 有 


E. Ox A a Q3. _ d aT NN aT 
eS C Tica, TT $)7 di 2j, öda 
N T Ox: T Ayi nj Qr 
1 T F , “ut - F iz- — 
A 7 Ogs + ¿w Əgs 1 ac) Qs 
Bub, (5-71) 5 7; 
a or eT ^» ( i | n g, i 
ii 2d, Bq, 一 P3 kirti 350。 十 kiyi óg, 
a 


Hiera) tęs ^ (s=1,2,.. n) — (S-72) 
3 


Hh Qs HREN SREOTERIZIZJ XJ. 
A Ae B Pu 6 4 H Rd- A 
ðt: Dri Da 021, Əz; 
Ad; gs’ E; qs? eq. qs 


所 以 


a Ë Oti QW DEL) 
> (Fist E» — L biydli EZA + 六 ;zi PER 


me ot 


=— 29. eyi EL 
È (ads 2d, 十 kii 一 8g, -十 六 $$.) 


POR 
EAE 
HE CHayleigh 引入 下 列 函 数 

E 。 。 > = 
F DA Ë GSP bal Hki?) (5-73) 


— 


È bal bal kal) | 


a 


d ər oT oF 
di 2d, 一 ge 一 Oq, +8, (8—21,2,-,m) (5-74) 
方程 (5-74) 就 是 双 面 、 理 想 、 完 整 约 束 系 统 在 介质 中 缓慢 运 
4 AJEA bB H 77, 
2. ERARD 
73 | WLBI FLIK ER OH] 7] 32 EX. RDH CD-T) WI SEVA 


d. 并 对 8 求 和 ， 得 


€ de eT . fn. — Xo oT y — < 9F. 
PPS ? = Cs ds e Od s ds 
十 之 Qs; (5-75) 


蝶 定 力学 系统 是 完全 稳定 的 ， 那 么 动能 是 广义 速度 的 齐 二 次 
jq E, TE 

> d n oT 

A alos: -» - Bo 


8-21 dš Ë "1 
If a PT a A oT IT 
" PE isj- 3 (gu det d.) 
_ 4 _ 2r a _ 
-u070- "d —d (5-78) 
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HEP AJARA HAES, IA 


"ons o 9V 4 0 dV. P 
E ai=- È ag baT ar STO 
KRKO-78), (5-77 fV ACO-T3), (Big 
dT — & 2F. dV. _ 
dí ^ £4 d, ^ dt (5-78) 


HF Edir Yo HALRA’, HERA 
ATL IU SO E GasGas da ALR MURTRA 
pq 2 pkk E, A 


n. o 0F 
一 一 站 -一 上 下 
之 qs 1s 
TE. (5-78) pz 7H 
ATHV) — 2F (5-79) 
dè 
E=T+V=-[2Fdi+const (5-80) 


Hi(5-79)5], 2 75 ERAI S RA E 98. Er RT TRO AR DS 家 
SW BE a 

3. PE 

某 二 自由 度 的 力学 系统 ， 其 动能 、 势 能 和 耗 敬 画 数 的 家 
gh xx y 873 


T-l(iedD, V=+O MD, 


F-l(adtefhdd. bát) 
R ih ACS0,2,0, ARER 053835, 
解 ， 由 (5-74) 知 力学 系统 的 方程 
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3 or 2T BF , OV . 
dí dds Od Os ds d 


成 为 
d; rad, +h, F Ag, = 0 ! (5-81) 
q. + hg, + ed, À. g, == Ü 

2 QGRO-81) EURHE. HUFA RIER TEE: 


gi = ÁSPt, q,— Be?* (5-82) 
将 (9-382) 代 入 (5-81)， 得 
A P -- ap i 4 Bhp==9 t (5-83) 


Ahpn+ B(p*- bp 1,) —0 
H(o-83)Am.A, BAHE RPTE B9 38 7E E 
ph ap A, hp 
hp pP T6pTA, 
或 (pP taptà dip +t bpt A,) — Mp —0 
或 ptt lat b)p* + (À + À, Fab -h p 
+ CA ba X,0)pd- A A= Ü 
ELERNI- D, Am a eS a A b BY SIEGE, E 
La E 
dà b 


piv ER, medi 


|=0 


Bh i =y 一 1 Ç AREG 5n», p, BHRR, IE. TS 5 ñu 
最 后 的 结果 )。 
将 加 代入 (5-83) 第 二 式 ， 并 晤 去 二 阶 小 量 ， 得 


所 以 由 (4-83) 得 第 分 方程 的 特 解 罗 
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q = (h, — A,)e GA -Ea 


=(A Aje T (cos Nt + isins Ait) 
" g= ihah e Gk. pa 
hie *'(icos/ X i — sin /A t) 
由 世上 二 式 得 二 独立 的 实数 特 解 
| g=) T cos y Ai | 
q,— —h he T t sin, nt 
qi — O04 M)e Y siny Mi | 
qo h ÀN. & t COS , A, š 
结合 以 上 两 组 特 解 , 可 得 到 对 于 ¿Pt 的 一 组 实 的 通 解 如 下 ; 
qi — (44) Ae E" sin (AX 4-8) 
aa MEM (5-84) 
q.— h. À Ae 3 Sinkw À,$ + te) 
Rrpá, e 是 任意 实 的 常数 。(5-84) 表 示 这 个 振动 系统 的 一 
个 主 振 型 。 
将 (5-35) 与 e?:* 的 解 相 结合 ， 最 终 得 通 解 为 
di (O4 —24)46 E" sin (AZN t +a) 
tiva Be tein( VR + q.) | 
NEED _ (5-85) 
Q;—h,À, Ae 2 sin (V/A, f d- 5-8) 
二 (和 一 各) 了 Be t sin V/A py) 
HA DB, 8 , 7” AUI B^ T x, HI #JJ z 28 FF Ul XE. 
LJ 204 * 


(5-85) 表 明 系 统 振 动 是 囊 减 设 动 ， 这 是 由 于 耗 散 方 的 存 
在 ， 使 系统 的 机 械 能 和 逐渐 减 小 的 阁 故 。 主 振动 的 周期 与 没有 
耗 获 力 存在 压 的 周期 根 同 。 这 是 由 于 甸 略 了 ,h ,5 的 二 阶 


项 才 得 出 的 。 
4. 路 里 叶 耗 散 函 数 
瑞 雷 疏散 函数 5-73) 是 广义 速 庶 的 齐 二 次 函数 ， 力 学 上 
ET REEE. W REA RE RHE. PRAA 
B EE AT UR a LIRA TIR AWR 85: AEA 
(5-86) 


F == — k if i Cui) v 


i 
ET 
Hobo, 是 点 的 速度 大 小 ，ki ERIS Fra AER TE TE UC 
Kt= Ri ny Yrs dns 24,771,248. 250 (5-87) 
f. iE 
filea) 0 
(5-88) dE px SU S JJ 43 
Q= 3 kefi(v) et. 
to (A 7705715 o dgs 
Ti ' OUI (5-89) 


T=1 
E, - 
一 一 M fiv: = 
中 


(5-88) 


£-1 

N Qu, à N |: = 
=— œl Jfafi(e)]]lLL-— ———-— Wo - 

e E: fi e 2d, 2d. C k . f(u)u 


BLY xcu 
A v 
PESO (5-90) 
= ü 


t =1 
Boz 2588 TL PE(Iypeo ERR SG, FEK 
op (23-2:1,2,---,m) (5-91) 


Qc — 一 


tg Fr ét 8] EL 2) 8 2g 
| ! 5 

a aj. ~ Dg = t Wa u o ras 
其 中 Q, git Jg P| J fE IJJ BEI RH. | 

TES EA A EREHE RAR A. EE reg 
函数 中 取 felen SÉ ER JEE ERAN 

Et; 8 ER. JE E Lg — B BJ UBL < ¿Fit 3 FEE m 123 pR EE, A 
的 情形 ， 即 


fu :)= vt (5-93) 
此 时 
— 1 d m+1 _ 1 +Ë E dfi ` nic 
Pi > FTU T Ps E 2, Jg, 4* 
(5-94) 
BE Q: HAABET, T-T) 我 们 有 
dT |^ 4 05b. dV _ 
人 
H (0-94) i1 
* D. 
d. 1) 5-96 
> 26. q. = (m1) ( ) 
将 (8-96) 代 入 (5-95)， 得 到 
TEV) (m1) (5-97) 


dí 
Hm=) Pj J PE Ter Bee, m=1 为 线性 阻尼 ， 和 村 等 。 


sg arz ië idik PR) H Z AZ 


l. JERE +z BH E 2532 
T 206 。 


打击 现象 是 物体 的 运动 速度 或 动量 硅 很 短 时 间 骨 发生 了 
有 限 的 改变 ， 就 转动 的 打击 问题 来 说 ， 岂 是 动量 箔 站 很 短 有 时 
间 内 发 生 了 有 限 的 改变 。 一 般 地 ， 物 体 的 广义 动量 发 生 了 有 
限 的 变化 ,物体 有 此 变化 的 原 国 是 受 了 巨大 的 广 尺 力 Qs, [E 
此 时 间 42 BRR, EEC 或 称 打击 力 》 


4 
f Q.di- I, (5-98) 
HAARE. iW iS H A f2(5-98 EU dé ,Sk a I z Jt 
积分 ， 得 


K afi en cm 


(s$71,2,-.-.,m) 


而 N a( 2T \ 9T 21 (5-100) 
9 cfs’ dos t-At Cs pan 
A Hi tB të E EE OU 
at aT oT 
c T on « d 
|. 3 |.) c4 


max 


W dig, E AAR, uk ER Ey (5-100) EL #2 


aA, TIAI h ESI USIBRH.I T 
oT! 0T 

Od. indt dfs 

(3=1, 2, n) 


F 5 一 pr， 所 以 上 式 又 可 表 为 


= I, (5-101) 


—I, (s—1,2,-,nm)  (B-I101^) 


. A07 1 


2j f8( 5-101) 39 m ARAT E. 

2. 例题 

GU. 在 饺 接 平行 四 边 形 ABC D rB ,AB 5 DO 杆 的 
质量 各 为 m, BO 杆 的 质量 为 m, Z BAD=0,. AD ME. 
4 TG ATERIM ELS, Ei BO 线 ( 国 5-2)。 求 B 点 的 速度 ， 
F 求 整个 系统 所 得 天 的 动能 。 

WE: 此 平行 四 边 形 机 构 有 一 
个 自由 度 。 设 杆 AB 的 角速度 为 
9， 则 如 点 速度 为 Ip， 其 中 了 为 
fF AB HEE., ABE DC 作 定 
轴 转 动 ， 它 仆 的 动能 之 和 为 


| 1⁄1 aoa 
图 5-2 ami )é x 2 


， ， _ I . : - 
fr BC 作 平 动 ， 其 动能 为 ma(1P)。 TIE ETE S) EE : 


1 . 1 - 1/2 : 
T =- Qu bg? + uy ubl t — (my m)? 


2\3 
(5-102) 
FENS 的 元 功 为 
S* sin 有 全 六 
BEI XF GAA Sesing. 1, FE (5-101)25 H 
(5 a + ma) S+ sing. 
HES P RHE 3 
(qp egn 
Cai o uy7— 7 (5-103) 
s" Tom 


. 208 . 


未 统 所 张 得 的 动能 为 
1 / 2 . 
] = TH, -F TH ) Ug 


1/2 T 2 tedn 
= (5 Tea `P 82s res] == S sin? — 


2 


(5-104) 
例 2. >< 28 TRBSRIAR NERE, pae 
Hifk. i8 H sa |F Fu MEUA ::2JC6E5-30, PK TE HH YJ 5 TS 


T bun L SZT L = a 
以 被 打击 杆 速 度 的 1 而 开始 运动 。 


解 Tham iY an 2; 2 X, 
7x33 TE TB S AS AAC m ,0 Mr 2, 
3,4,5 5X à e ( Ed5- 
9), 3:4 x, P Xp MO MA. iz 
# FFE 26, HIE m. 

现存 计算 系统 的 动能 。 由 对 
秆 :性 知 ， 丁 1 和 秆 6 作 平 动 。 征 
l ELO BR 为 z = x — aew, 
B3 — —gq-0, 因此 杆 ! 的 动能 为 


了 ;| 一 m= + mE 2aÓ sin 0° 


类 似 地 得 杆 5 的 动能 为 


杆 2 * 3 , 4 s 5 TE P IRE 223 5, A FF ER T| APR 23 


£y = E — 06080 = Xx, 
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1,-— Gra sin =y — 3f, 7— — Ms 


于 是 T,= peGicgD Loma 


3 
1 I 1 2a 
= > (ù +a sing) +a cos *8] tuy = ma 6 
=T, 
T,— imitt $1)+ + mayi 
1 . j 1 1 idt 
— 5 m[& — a8 sin 8)* - a^ 0*cos*8] 十 > sma 0 
6 
ASRI 5) B 27 
T= MT. 
= m + 28 sinp) + m (b+ asin 0 + + a*0* cos*0] 


F man +m [C — aÓ sin d )* + a20* cos281 


+ Z marh? + and — 2aÓ sin 日 六 十 Sm 
tamah Z + sin*6) (5-105) 
E Jt E —8ma*ó ($ 4 sin?) 
oT 
ag me 


设 打 击 力 为 工 ， 它 的 元 功 为 
- 210. 


I «G(x—2ucos 8) — Tóxz + 2a I singg (5-106) 
Pi ir don E BS B Jy 28: 7J 


m£ = I 
这 是 因为 打击 前 的 速度 、 角 速度 为 零 。 注 意 到 0-30",8(5- 
107 ) 求 得 打击 后 的 速度 、 角 速度 分 别 为 
打击 后 杆 6 的 速度 与 杆 1 的 速度 之 比 汶 
Va — 人 一 2zgsind tab 
Ln Z+2agsin8  Z-ra8 
将 (5-108) 代 A 入 上 式 ， 便 得 


( 


ET 
一 -一 — 


(5-109) 


Te __. 


9i (e ras) 10 
6 ' 23m 


证 毕 。 
第 五 节 和 初始 运动 问题 


一 个 动力 系统 的 运动 微分 方程 (4-21)， 一 般 说 来 很 难 解 
汐 已 知 溯 数 的 有 限 形式 。 但 是 总 可 以 用 品级 数 来 解 微 分 方程 
eH. MAILER ;Yn RPE A | 

q =G b $£ T c, Edad? sess 
q,— 0, 0,0 H et E dt 二 | (5-110) 


egl] + 


Qn — 6a Hnt tonit du d o... ) 

B] E AGAS EE HAS AX G. O Ga Ü. bas RT EROS 110 RA 
方程 (4-21) 并 令 # BR) ACER SUR SE maa. RHE, 
展开 式 对 了 平面 上 某 确 定 的 收 敏 加 内 的 于 值 将 是 收 化 的 。 

很 归 显 这 些 线 数 可 以 用 来 研究 运动 的 初始 特性 【二 从 ë 
动 开 始 计 起 ) 因为 a, B E. q, BUXU (A60, 就 是 由 的 初 值 ,c) 就 
是 Bg, SESSEL. TAN 

$851. Ari sE[BI DJ 0 JE XE, MEA 20, B 456 1 
G, HP- D BJ K EAR S. — JR iN m BJ pn a BEH 
b nAj F Bl F A 点。 通过 控 结 点 的 半径 O44 开始 时 是 水 
平 的 。 试 硕 定 质点 的 初始 运动 的 轴 迹 {| 图 5-4)。 

RE: WATLE TEE SR EU 
FERHAT J BS P BJ P X M 
标 。 

我 们 计算 系统 的 动能 。 在 
pira O ABB E Ed fü ^B Tn 

O XOY, Einb ig oy 
r-—tuGsinÜ-b5ecosq 
j —aco08 0 + bsing 
速度 分 量 为 


& 9t £-—a0cosg— bp sing 


j= —a8 sin 0 + be eos p 
i= T mt $P)= m land bp 
—2ab0q sin( 4-9] 
Li 212 + 


py 2g 665b BE Jy 


因此 ， 系 统 动 能 为 
r= + I! — ma? * + anb? $'— mabüq sin CÓ-- p) 


而 系统 的 势能 为 
V = — mglasin f + b5e08q) 
ERSTA TE BB F 0S A 
L=! — V -—mo-4 mbh? — mabó psin(0 +g) 


+ m g(@ sin B + 5 cog@) (5-111) 


HE, RAAD A G 2; 25 
d oL ob _ 
di gg o 
d L OL 
di öğ eq 


成 为 
2220 — abeos( 0 + p)$* — ga eos 


—absin(6-F p) --0 (5-112) 
b*g — obcos(8 i p+ gb sin g 
—absin(8 4- 9)8 —0 
因为 开始 时 有 6 一 9 一 6 二 二 0， 将 其 代入 (5-112) 得 初始 角 
Jit: 38 BE 


« 2132 


0 =n AHB (5-113) 
(9$ —Cit- D+ Bit r Fit. 
ik CB 
cos (0 -- p) 1 — A py 
sin (8 --9)s-rpo-:- 


or 


cos9=1-- 与 十 


sin p= gpt 
XRO-113) V A(5-1125, 则 有 
:| 2.6, npe abf 1 L( 8 
2az| De 674 12 B1 Rea 1 a (nean 


+O... y e [DO EA DIS eH — ga [1 


l9. 8 wa .| ja 
(EP AEBEK ) + | asl Z 

+A + Bi +O Ditt [601412 DE 4---] 
=0 
B*T6Ci--12 Di? -20 E 2* -- 30P £* ---] —ob[l 

— (Ert A+ Bit OI Dt Te ) 

2 xdg 
£ 
+ Es 34cpAnPe .| goror 


Dit Eit] -ab| Lt AP BI 


«214 » 


| 
c 


OD Di E eoa 12B#?+ -e ] 
£h 


令 两 方程 中 IRAKERE, B 
i'., ag—ga-—U 


il. 12o?A-09 
S. 2462B =0Ü 
S. 65620 一 各 


bg bg 

名 — . = — H — 

P. 120p 48 —,7—0 

i$, 2082H — 35g A-- gbC —ab| fx 84 4. (A+ C) | 
"ul 1-34 B | g6D— ab| Z. D 

it, 3082F eb!) 9A? 42 p | gb D ab| (B+ ) 


£6ACA4. C) 22 B |=0 


干 是 (5-113) 成 为 


Q — 2 3.0.1240. f ee 

ag 

(5-114) 

g^ ， g? 8 
p=, it 19523855: 

324b 1920305 

现在 在 质点 初始 位 置 C, WER AOF, 则 质 dez GT 6 
X O, Y m^ pP. ZJ 


a 2]5 > 


g= gr— é= asini + b cos — 1) 
y =y — a= ond — 1) -- bsing 
将 (8- 114) 代 入 上 式 ， 得 


i 
z,—20— 5 bpt 4 = T gita 


^l MM" (8-115) 
y, — 360 *tópt-——-q29598 5 577 
方 各 (58-115) 实 原 上 就 是 以 参数 二 表示 的 原 感 的 初始 S xb, 
H 05-115) t, TET 
zt--—30aby, (5-115) 

Jrf2(5-116) 48 X Hi a fE 0) 38 hr E SW B B REG PU B Jn 
方程 。 

1082. — MEA mas ER WI EL BD ZEE AM, 167429 
BATE S, PPPA H in E a R A FE JF IPE 
ÆKF R AE A E Vo. IOR P 5 B BJ EE US PJ Ra 
率 半 径 。 

BE: — o0.0 2 s Ep us E S PA 
(Ei5-5). ZP 35D BE J 


Z= y mt tjt) 


el ang: 
系统 势能 
V = — »agr sin? -- M ga sin 0 
图 5-5 tdg B HZ f 
SL 9L o 
di gr e 


«216 * 


d e Lh lB 
di og e 
koX 
F — pÜ* gsi 8 = 0 


Meat 二 met + 2owTÜ — M go cos 0 — — 


(5-117) 
因为 开始 时 ， 0—0=?T—0, -—n40, We 
r= HOi Haitit H l (5-118) 
0—b,t* + 5,19 4- -. 


将 (53-118) 代 入 (5-117)， 并 福 意 是 小 县， 得 
(2a, + Buat + 12a,£* op ---3 — rot 二 i 
Toe265,$ 135,12 te — g( 5,15 + 5,09 4.) 20 
Ma (28, t Gbat + ee) T (a pay Pas fia tt 


Te 025, + 65,d +e) +2m(r tai Hat? 
+G, št + EED LEA: PE: + 3g41* + 17 £2 + tt X 26,1 


Bb,E* 4) — Mgal 1— 7C E e Bais | 
: 8 1 a 
-— "Jr, t aat + ai +---) [1-204 T 5,25 
4e j-0 
ZU ERU š BESIDES SO 525, $83 
£9. Zn, = Q 
E3, 12a,- 4p.62_. gb == 


+217 . 


i. S Matb, + 2mriðbs— M ga— mgr, —0 


i. Mat 65, + mwr$65,—0 


FH EE E 8S 0, — G, = b,-—0 
a, — Lb. g+ Arab) 
b, — 39 Mat mro) 
2(4Ma* + 3mr3) 
HJ(S-118 2 
=y Hatt 
=b, itt ; 
在 小 环 初始 位 置 外 取 坐 标 XO Y inBi(5-5), MERE 
rI 
=y sin f=] r, H attt] [5i e] rabit 


ES 
2 


(5-119) 


y reo80— ra= [ry auth | 1— bait+ j= ro 


B= rod, y= (a, — lbi hu? 
a 
dione gemi 


+ 218 * 


dy =0, -SY z(o lou 
Ou | wo — C eur i(o, $2? 2) 
T ESSI ES A 
rir Ey s 
NC S] 一 一 PEN 
d^y dx dix dy 
du* du — dut du ES Aa eroi) 
[LI] 
NEM! _ Ir Mali mr) 
~ 2a, 1 Ma(ta—Ór,) (5-120) 


第 六 节 相对 运动 动力 学 的 垃 格 朗 日 方程 


5p dE ES S BJ Dt BIB y ( 4-2 1) EUER ri 25 Hi 
的 。 这 里 我 们 研究 相对 运动 动力 学 的 拉 格 朗 日 方 种 。 

1. 相 汉 运动 的 拉 格 天 日 方程 

我 们 研究 一 个 质点 系 ， 它 由 载体 和 不 个 质点 ( 被 载体 
组 成 。 载 体 的 运动 络 定 ， 需 划 确 定 被 载体 的 运动 ， 并 开 假 定 
被 载体 的 运动 不 改变 载体 的 事先 绍 定 的 运动 规律 。 

iz $ iE Pa a g IA O RERE D. 利 它 的 角速度 e TA 
3E. ERMA M: ARRA OX Y Z BO p a H) X Fe 
WE, M. WARBER RE pn Z OX V Z 的 位 置 . K 


st don) (5-121) 
用 r, 2 ZP SX APR, RIIE 
人 (5-122) 


* 218, 


其 中 r. DRHE. 3g (5-121) BinupEARE f] 


* 站 Li 
Tp, =#T + @ X gp, = EE i ds X T, (5-123) 
# = 1 Agg 


* 
其 中 和 为 人 放样 对 导数 。 
系统 绝对 运动 的 动能 为 


1 <£ aa 
T= > Thi riri = > Pa Mil Ty T T o xri) 


* * 
{ri L Tp. +o >p) 
=+ Mi Mv Cox m.) T oU. 
1 省 * 7, 
+ È mgryresQte.H? (8-124) 


Hop M= X m4 为 被 载体 的 总 质量 ,7% 一 jj S) muros 


Th: 


被 载体 质心 在 OX "Y ^ Z 中 的 舌 径 , CU R ATEA O RE 
本 

KE, Q, 为 系统 相对 动量 的 主 矢 : Qr 二 $ m iri K: 

为 系统 对 基点 0 I XE RIA. Kto M mar Xr。 

i6 5-124) pt 


Ç = 1 


m 


T= Mel Mw (OXF)+ 06m (5-126) 

fr =u Q.+ o K: (5-127) 
1 Z * 六， 

T PE bi Mi f; * Ti (5-128) 
à (-1 


. AA 


它们 分 草 祖 为 束 连 运动 动能 、 瀑 侣 动能 和 相对 运动 动能 。 
JE pr er ËB H ya (4-21) 5 HIRB XJ ED BJP 6 M H > 
f. 3905-1255 A (4-21), 得 到 
at Te)+8 T m) Hel Tr =Q (5-129) 
(s=1,2,-.. r) 
E Te 中 不 售 广 义 速度 ġe RA 


^E di 
i ë 
eof T = o9 M (DÓ X o): 2g. 
1 08 
> ig e By "P (5-130) 


再 计算 (5-129) 中 无 记 第 二 项 。 因 
ss (VQ) te "Sr 7 pues Q,) 


de 


=M o or. Mv, es CT.) 


* * 
Op! or/ d er. NT er. ar. 
Q6 = CCELI = S =s + x 
X Oq Aq ai aga dgs Ods T 
(8-131) 
xx 
Bub er 一 全 er, OF. _ Qu OT 
siTe) di B65. ag C Go 
FÆ Bg( Ene .Q..)= M (t. -+ WX) TE tM wm) - ra 
= My, -Te (5-132) 


因 a +S WR T e, FA Q. , SEHI l 
Es t» . j& 2 ym Rt tosc (EK) 
eg 


s 


+* 22] e 


° aR: o. (E + aK? -2K ] 


dgs d. ad. 2gs 
aK ° 
Im w| ax — |= 
(x 
LT 
a. (e KE) ae IT tessl( R) (5-133) 


ES O RRETA RER THARA 5 3⁄2 E: YE 55 38 
T4 ied HE BP AB Pp H P r OS. 


A ££ (5-129) XI 4 Bp 5 go dE A 
eC.) —Q,— M (biet) D be oe 
— a. i cen (5-194) 
现在 i 说 明 方 程 (8-13) 在 边 各 项 的 力学 意义 。 失 量 
—M o,— M(0Texu,) (5-135) 
TJ # 2 E SJ S SJ WJ PE Ja du 
Q*— — Mv, u= MV eX vy) A 
——.2 Morbo Xx Ter. (5-138) 
dds 
IEZA aan OTR TEJ; GEH 
I — M(v,3-0Xxv,)«T, (5-197) 
HJ TE Zyx& £877 [rp pha 5] 35 itg 8 GB o JF T. 
FALE BE AL RE q E TR) — ERR 
H°= — ie (5-138) 


a 222 


可 称 为 离心 力 势 能 ， 而 量 


eI? 1 ep 
$—— — = — dt — =í 5-1355 
g Ogs 2 E ( 


是 广义 离心 力 。 
琉 和 在 转 疝 方程 (5-134) 右 过 的 最 后 两 项 ， 它 们 不 具有 有 
势力 符 性。 注意 到 


7" N f 
K; = > mr”, x rx = > gq, D rur, < 2 
#=1 i=] Ts 
(5-140) 
因此 
eH" er 
Q4 == (e N omiri x! 
e. b: TA 
= 3 m x ri) ems 
ç = 1 8 
= B -mil e xT,) (5-141) 


M * u N 1" r j 
Qa G< rom 一 2 (G X mri)” Ti (5-142) 
8 = E 


是 广义 转动 惯性 力 。 站 人 人 有 
GE Ra fe (an ESL) 


K+ hy $ Ər, (Or, | 2 Or, 
- = - — — e! T x bud 
aqa — eA 0 og” Bo f 37.07 
us . N 7 r E r 
网 此 — wesi KI) 2w. WM odi D om eT. COT. 
ET iT] Oqx gs 
N 本 , 
Z — AG bà T; d". >< OP 
1-1 C's 
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Ñ * + 
—— 3 m (2øxr, je i (5-143) 
£21 


Öga 
ERRO XHESGHITEJI. AEE AEA XER 
-wesi (KE =L= S Yoriy (5-144) 
其 中 陀 蛇 系数 为 | 
E EO r, or, 0 _ 
Yarm 3m = Thi E Bot = — Yks (5-145) 


ERES, (5-137), (5-138), (5-142)81(5-144)5 A Jj 
程 (5-134)， 我 们 得 到 

d 2T. 2T, Lq,- 

di Od. gs ` °g; 

(s—1,2,---,n) (5-146) 

TE RCS-140) BERE FX i6 29 207] SE TEL RES HOSTE ROS 
Té B Az ih X ux RAT. D LR etA AT SR HEIDI br JE $0 is zb r 08 SE BJ 
B. KREIEN E SB JJ JH Pbi $š AE a. e pAn TN 
MEZ. HA EDR D 28 Sk 8 % xj P 5 J Pë BE zŠ, 

我 们 研究 方程 (8-146) 的 一 个 简单 而 又 重要 的 特殊 情形 ， 
HD £5 KLI SJ fa BEEF e Sj xg d OZ 转动 , 且 基 点 赵 在 马上 .此 


(H9 4 Ho) + QV + T, 


ID -qQ9-—0 (5-147) 
€ i',J',k' BOX’, OY',0Z' 方向 的 单位 矢量 ， 则 
I ` I w , F 
I9 — — et, -5 P2 milter wr) 
DON ; EP 
一 万 > milok x GL E EL +z k] 


*Lo&' x GU la o E] 
+ 2234 < 


N 
= 一半 co 2l nlai dai] (5-148) 


Las 


E N + 

Ü sa 

Z, = — 2 mt 2 X ri, E — W milok’ x Ci! 
i s e 


PTS QU, y a or i E. 
E s ) 


* + 半 ， 
+J g cQ (4 
N * r * j 
= —20 s phi (z bua 一 3 Se ) (5-149) 
us 


将 (5-147)，(5-148) 和 (5-149) 代 入 (5-146)， 我 们 得 到 
e, l 
d eT, — — —(Q.— JL Ue Smily | 


di d. Šg — 
N * eu. ex. 
—2 Mens la E LL *$ 9-150 
e (n C qa -3 gs ) ( 2 


x * Ou, *, Oy, 
k. . y P OI Jd i — ) _ 
$m; mE Ve (5-151) 
BC 5-150) nk 24 
d eT. Fr a TI aÑ rum E ] 
dt 8j. Šg. =Q EA $9 2 malti bui) 
(8—1,2,.-.,m) (5-152) 
2. BX 
ix 
ds—fso7cO0n8b (5-153) 


3 3k SX AES S SERE BUD M e EER BORDUCEBdSEWIU X 
xe n ds TIP X, HI BE ds SEX, HALE THUS] 3m 云 动 动 RE T, 和 
EN 2 S59 X. 
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(B d qon m nd [As F EE (nj — š J Im pR EE i K S U 4r 对 
于 截 体 相 着 联 的 轴 的 方向 都 不 迹 。 因 此 半点 的 项 速度 a =o, 
MAIRE e 的 大小 和 方面 (对 于 载体 来 说 ) 都 不 变 。 于 是 广 
SEREH Q? 也是 零 。 此 外 ,还 假设 广义 力 Q7 Se 
li. 

这 样 ， 由 方程 (5-146) 可 得 到 广义 坐标 qso MS JE IR 


Q. — 2 (IT e)=0 (2—1,2,-,n) (5-154) 
E 
其 中 =Ma, T, He= — wpa (5-155) 


Pili or. 与 惯性 张 量 0° 依赖 于 未 知 坐 标 fso 

ip ERALC-154)45 SEC5-193) C "P ERJVLT OS 那么 就 
"pU EAH ASE AT S. DriEsQTUSTRXIOE PE Dr EEH 
运动 稳定 性 理论 的 通 带 方法 分 别 对 每 个 可 能 的 平衡 位 置 采 研 
完 。 

对 于 载体 以 匀 前 速度 o 转动 拘 情 形 ， 由 方程 (5-150) fj 
到 相对 平衡 时 广 沁 坐标 qso 所 满足 的 方程 为 


OF io: © milat tyn) |-o (5-158) 
8 qs 9 FEE f * 
(8—1,2,---,m) 
3. (RA 


QU. 第 四 章 第 二 节 例 3 (图 4-4)。 
解 ， 这 是 载体 以 匀 角 速度 o 转动 的 情形 。 令 g= qg, == 
r, 我 们 有 
Z=", Y 一 0 


因此 条 件 (5-151) 得 以 满足 。 方 程 (5-152) 成 为 
.226 « 


d OP. T. 2g, Š logus 
di à — 2a 9^ B got! ) 


d ol. oT 


— T =Q,— Z .( - omr) (8-187) 


di BT p ey 
相对 运动 动能 
Tr, => m( t ER) 
) X379 (Q. = —mgcosa 
Q = — mg sin a sim wi 
Tix Bb ey A 4 A (S-157), Bim 
TT = —mgsinasin«dwt- mao 
FIA F (A-777), (4-78 )+8 E 
$U2. AZEEM, PJ a RUXCTS TET nox 
5b, IBM E i fb HE o $&t5 Hr po HEJ 18] ag TR 3E A 27 3 
Er ICE 9-6), TR FILES fa c 4833 38 92 pa 27 23 EE ,2EOR LE ERI 
篇 位 置 。 
BE. 这 是 载体 以 名 角速度 名 畦 动 的 情形 。 取 质点 离开 回 
E z ES BJ SK 8 0 JJ X Sj, 


FA 
HI] FE X 32: 3) 2 8E 29 E c 
T, = yman (5-159) at 
S BBZJCUI O E x) 
= — m ga cos Ü cos a 
Bb J 23 
_ 
Qa = 2B 


+ 227. 


= 一 Te 008 a sin Ü (5-160) 
m 7p RES Gp Co - 151), 因 
x'-—acosüsima, vy =asing, z^ = — aĉos Ü toaa 
* I . * . 
zt = —aÜsinfÜsna,  s'-aÓcos0 


十 是 


"M 
m! y y’ 1 )em[ —e6 sin sina-ceosd 


— a8 sin & eos a( — a sin Qsin a )] =Ü 


方程 (8-152) 纵 出 


a -一 | i 
dí 8ó Qo 一 l g (a? sin 0 


+ qtcos20 sin*a) | (5-161) 


fF(9-159), (5- 189) RA (3-161), f BL GR Spe fU 
方程 
maU = — mga sin Ü) cos z + mata? sin Ü cos Ücos*a 
(5-162) 
fik 8—0, 为 相对 平衡 位 置 ， 则 它 满足 方程 


— mga sin £, cos z + meko sin D cos 0, cog? o — 0 


或 ma a? sin geose( 一 一 2 +eosb,cosa )=0 
Go 
四 此 
gin 0, = (5-163) 
uu. T. __ _ 
cosh — Sg (5-184) 


方程 (3~163) 表 明 0,-- 0 或 内 二 下 是 两 个 相对 平衡 位 置 。 
往 广 程 (3--164) 中 ， pape 
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I xl (5-165) 


eco? OO e 
则 有 解 


(5-166) 


Ü, = areë eos s(— d) 
cbe CON c(t 


第 七 节 变质 重力 学 系统 的 拉 格 朗 日 方程 


我 们 首先 建立 变质 量力 学 系统 的 动力 字音 吝 方 程 ， 然 后 
由 此 导出 变质 量力 学 系统 的 拉 格 衣 日 方程 ， 最 后 浴 例 况 有 则 方 
Tr E) jg TH. 
l. 变质 量力 学 系统 的 动力 学 普遍 方程 
我 们 研究 由 广 个 质点 所 组 成 的 力学 系统 。 在 妥 时 1:， 第 
个 后 点 的 质量 为 mai(6—1,2,--,N), ER š+ dt, Hii 
MA Sp ie H C sgk Ë A. DECR BJ Dh XJ gate 1 #& 2 BU hz G. HH 
m U X 85 ER g i g. 17 ga 2 6 ZE o k z B va IT] 303 n oT PHIL. 
广 让 坐标 和 广义 速度 的 函数 
Mi= ¿(gs st) (5-167) 
($—1,2,-,,81,2,---,n) 
RAPE a7 ELS MTS SE dT Wu um SK ZH SSCM nr p- 
CHHM 77 Fe 
mur; F +N. LR, (i=1,2,…,N) — (8-168) 
其 中 pi DRAKA r 为 质点 的 加速度， F, 为 作用 充 岳 
点 上 的 主动 力 的 合力 ， 上 放 i 为 作用 在 质点 上 的 约束 反 力 国 合 
为 ， 下 ;为 作用 在 质点 上 指 友 推力 的 合力 ， 并 有 
Ri= Miti (5-169) 
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趟 中 和 Dp; q 4 Bia sr BS di C EIAS) 的 徽 粒 相对 它 的 


BEDE, 
Fr. S-168)B8 1b eu XE RE LAE ôro HA e RA, 我们 得 到 
SE + N, + R ,—mi ri)-ór,—0 (5-170) 


N 
#F PB AR Ze E, AZN iðri =, e is 
* (Fit R—m,r,)-0r,—9 (5-171) 
#=1 


Ert Gm 22) $E F SE IR 2 S SK B: B 3 J) FERNE Gs 
LK BH fA-—— t PS BB EH. i pn. 

2. 次 质量 完整 力学 系统 的 拉 格 朗 日 方程 

现 将 C5-171) 迹 撞 为 广 芯 坐标 形式 。 

Sg nz -总 -分别 为 抬 质量 当 作 常 数 时 对 广义 如 
度 、 广 丸 毕 盾 的 们 导数 及 对 人 册 间 的 导数 。 系 统 的 动能 为 


N * a 
T-» Mif Tu (5-172) 
FR 
因此 有 
AT 4 22 
— = Mni *— (5-173) 
nip f-l . e; 
D AT. po. Til Wan. pl ar; 
Di nj, 2s Ti eq, tEUT Cu d, 
(5-174) 
AT Euni py TF (5-176 
Hg, A S tg, 175) 


B te e 6 HORASCA-BOHICA-1D), Fr fi 
* 23Ü * 


Di Hj, os £=1 e 
Hi bre Om, GP T3 py 
P úT 
Sr; = M I tàg, 5-177 
> fg, q ( ) 
和 (5-lTT fX m mp AR 
D HP 
sTU.— z += 178 
> (Q + D Hà, ub T èg 0 (5-178) 
um I ; 
Q,-2F; S 
N er. (5-1 £93 
ip 9 Hu Ü... 


i=l Bgs 
(5-178) 中 的 óg. 是 独立 的 、 任 意 的 ， 我 们 得 到 


b 2 EE =Q, tP, (s—1,2,-.,») (5-180) 
3j Pe 5-180 yp 2; 33 qup Et SC 367] SZ: 25 HU RE |w] S an Sens [PJ hu 
n H PE. PENIS E a. Z S 02 që PH t UTE 4- -2134H 

LEGAS. YEN 8:(5-180)4; 33 IBI" X. HEP S, 方程 左边 则 
I amun mm, 导数 。 方 程 (5-1807) 是 更 -一 般 的 方程 .如 

ASEGURA, MUC5-180 rH Ae — 0, yE m X HL K D 
i ibid € Kd. FÆ O-180)p U-21), 

TEH Pars SOS GUQBDERBS H 4 o Pars WEE 

aai “eitli Spa”, EE BU ADUDXB SE E Sp HU ETF 


Hoy 2 
了 人 — — _ = 
用 训 代 各- 六 -。 出 (5-173) 我 们 有 
r E N 
e HAT ow, Ti” eri + len; p ° d EFi 
gi ilg. XA C] i di üds 


m, ' i 2 i 
+h ri. os. (5-181) 
因此 方程 (8-178) 成 为 
3 AT AT 
> ( Qs + di nj, An ja ds 一 0 (5-182) 
Am 
QG = R. fp) r: 
B Pt pt UP) (5-183) 
H1(5-182) rm 8g. 的 独立 性 ， 我 们 得 到 
(3—1,2,-..,n) (5-184) 


a nT ATO 
dí AQ. Hets =Q; HPs 
A fa (5-184) PATM E SE, UR J| 2 RA "PE kE al Ep S” RA 
DAE R;= — Tn. r 了 时， 有 形式 


ATEA 
d AT nT 
di Tg, -Äg —, (5-I85) 
Jj do5-185) gk dE $F X136 rh zz B eem hrs BH H OT Te. 
Xem, PISBBGUGSSREURGRBILESBRHZIEÉ. XE— HR 


($—1,2,--,n) 


条 件 (5-167) 下 ， 我 们 有 


eT = S n, r: R-N Ao " EJ r - $ r 
öğ, fa 200, iod, 23 ^ ^ 

eT x " p . e 1 * * 

— -- = qui T" uil 2 ue bi & 一 一 ` + . 

Ifs Š "ot Os + Z; Öga 2 riti 

d êr d êri d : 

E Cl Sam I p, TE M miri Á. Of 

dé cg. T "t IA a 2 "ara tat ed, 

N I ° Q; 
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+ öf; ` " 
= mi Pi pou TE Z2 Ti JE Tuc eri 


£1 
= 二 
ET 2 ri T5 2E) 


考虑 到 
N * n N : 
S n ri* OF ;= >" (Dmi fj- TiNa 3 
- wi “iel qs 
于 是 得 
d » Nord a eU N 
"mna Piip WIE Sl o S UU 
>à i74 i PE qs gs > i F; àg, 
x É ` ma) 
一 人 人 SUD 
RNAn T ag, 


=: EP . s Fi * FT; lags (5-186) 


将 (5-186)、(5-179) 代 入 方程 (5-171)， 关 今 
Aje. rme e er. le , L mi 
PoIQGG i Tti) EN 2 Ti Ti Ag. 


dölt a Pmi ! ü 
taf: Ti occ) (5-187) 


则 得 

p d ar oT 
> (Qe P, -di a6, og. 
由 (5-188) 中 Gg, (pid sr YE, AJE 


2 )3gqs=0 (5-188) 


£i 


T r 
di ra 5 —Q@st Ts 《8 一 2 
号 15 
Ji (5-189) HA EMEK, ETP RAU T SE Bz 5 S BJ ETE 


BH H Jy T£ e 对 于 Eu Ei S SQ, 4 P, =0 (2—1,2,: 078) 方 


Mn me BE 


f2(5-189) pt Jj 25 388 7; P3 (4-241), 
3. 例题 
il. Jm AÉ, HC E 2: 5b ËJ K Bn rH 5 TE 
JJ THI sep 55 SB hI th ESTEE. HB nr PLE: D ZE 
EHET kücih£mguou p p APR yh, 5 AARAA, Hü 
且 可 以 认为 工 质 集中 在 1,2,，…， 
n xà ECEIo-7T5, & DELL E BU 3B 
对 速度 如 流动 ， 飞 船 中 心 的 速度 
方向 沿 其 轴线 。 求 使 飞船 欠 角 建 
FE ou Ju DR SG pEFE o, 所 必须 的 
TL EPI dm, 
M. 首先 列 写 飞船 绕 轴 旋转 
的 运动 微分 方程 。 取 飞船 绕 轴 转 
m o fa 0 prr XR. W ú Anas k 
THODA Jos LEA mi), REL BË J 
T= Jtt mp) RH 62 (5-190) 


H Qs—0, XRD 


= STO 1 eg _ 一 

W = Raus Bu (5-191) 
应 用 方程 (5-180)， 我 们 有 用 

D BT AT — _ 

Di Hé H — Qs TUS (5-182) 
Bn , . 

T.Ü + mI R30 — —rm Ru (5-193) 

qha - dam 


其 次 QEZITECO-1935, I = Meu Jj f8(0-193) 


. 234. 


_— a 
do F T Ra n 
积分 之 ， 得 
9, — o= —%In( To m Ri) 
| n 
Loa. JebmOS)* 5 194) 


R Jat mi i R? 
4 RiR 1382: LA Ea Aa 3 J = J ,m( OR, TE 
J T+m(i )F2—= J 20 R2, Ep Am APR TIR 59 52 fü. 
f (5- 194) pk. 


6, — cay = — ln J 
' P RU J +åmi? 
由 此 解 得 
由 


例 2. FEAM YES 
R, 的 圆柱 水 桶 被 质 BL 为 M, 的 
重力 用 粗 绳 混 起 。 粗 绳 本 身 是 不 
可 伟 长 的 无 重量 的 ， 并 且 绕 过 于 
BHREIG. FFEA EIR 
等 于 J KRW TK ,水 从 底部 
中 心 处 的 截面 为 s 的 孔 中 流 岂 。 
福 中 水 的 水 准 面 一 直 是 水 平 的 ， 
而 流速 等 于 w(i1)( 图 5-8)。 RA 
出 水 桶 的 运动 微分 方程 。 
e vt 解 ， 令 水 福王 升 速度 为 d, 
. 235 9 


则 滑轮 角速度 为 名 EE 


Apu ERN; Z — 。 未 统 动能 为 


1 " 1 m 1 * 
— M I _ > 3 
T ; Mi +> (5) tM 


1 : us X* B 
amy ER ) (5-196) 
r x3 
Q,—M.,g—[M,--mCt)lg (5-197) 


贡 先 应 用 方程 (5-180)。 广 义 反 推力 外 sz 一 她 *3 or oie, 


i& OH e jT f A P zb Ze hug a E JEDE p K SET F B£ BS x 


BE. X uu hr ; JAHR. 四 此 
"A t — a ) (5-198) 


方程 (5-180) 


?8 tH 
( M, 十 新, 十 = Arm 于 一 E ) 


— mÍ s pr) t Mg [M mO)g (5-199) 
Ji 3 
ET EX VS b BL ig 79 
m= ups (5-200) 
. 255. 


其 深 ， 应 用 方程 (5-184)。 这 时 六 计算 
$.,—CR ++) x 


此 处 六 应 理解 为 水 面 运动 的 绝对 速度 ， 大 小 为 光一 一 mr 方向 
E, INE 


. "8 Sr 468 ` 
P=- e Rr) t raf &— Ri] — e) 
(5-201) 
方程 (3-184) 给 出 
d np NE 
di T” Ar =G, +. 
Rp 
(x = 8m -prt ó— a) 
LAG D MS Ee]? (5-202) 
t; f RÜDY ;$928(5-1995, 
最 后 ， 应 用 方程 (8-189)。 对 本 题 ， 有 
oro _ eT AT. _ 
"s o" s nd" Pd, (5-203) 


HO £8 (5-189) tb 4 H1 (5-202), 
PNT 带 参数 约 东 系统 的 拉 格 朗 上 日 方程 


力学 系统 的 运动 依赖 于 作用 力 和 所 如 的 约束 ， 因 此 人 们 
可 人 异 基 于 力 来 控制 运动 ( 称 为 动力 学 控制 )， 也 可 供 助 于 约束 
KEHE RABA). AA, TA kT 


«2394 t 


力学 系统 ， 它 所 受到 的 约束 依 惠 于 村 些 挖 制 参 数 。 
l. 带 参 数 约 东 系 统 的 拉 格 朗 日 方程 
讼 革 力 学 系统 由 并 个 质点 组 成 ， 点 的 直角 举 标 为 z) Ah, 
到 RAZA i 个 完整 约束 ， 其 中 i, 个 是 通 
Fo CT dis is IN TN N %)=0 (5-204) 
(p,71,2,-, 1) 
z, 个 是 包含 控 制 参数 的 约束 
Pp Ny > Zn t stay" ymy É ) = Ü (5-205) 
(p,7-1,2,---,5,) 
其 中 Ub ptis ath Vo dd e, Jm l + h= 1,29 38 ( S- 205) 
GAÁGPBDRRIQNDRONOSGO, BD 253EJZ JEFE Er ENH 
NE z-d458 x, 我 们 有 
SR .8r,=0 (5-206, 
RTRA AAT ERRA. dH oB T OE Ë, CH 
mir i= F i+ R, (4=1,2,:2 N) (5-207) 
其 中 m REPE, ?为 点 的 加 速度 ， 吾 ;为 作用 在 点 二 的 
主动 力 的 合力, 而 FR; E £9 52 7 3905-2074 A (9-206), 
每 到 ; ] 
w(—mirit Fi):ór,—9 (85-208) 
i=l 
xc» H 25 Wu ES de CH S 38 R A BH tA Fe 6 BB H ERR. 
dz H] pR (5-208 429 R (5-204). (5-205)F 1 AR EXER 
iu EH H A EEq 
4 $38 + 


设 PEro, Eno Aiki MEMI 00 e mat S 
E ELY ts ENYN s ZN athall ttm Š )— is 
(8—1,2,---,n, n=3N — 1) (5-208) 

FuBIZECUSCO-20951;(5-2045. (8-200 B AT E E xi 1 215 
c. ENYN ZN JROROGLHJ. DAHER 

Tic Xi disset ns Usa rtr mst) 

Ya = Yi r ar sn s Mart m$) I (8-210) 

2;= Zi Gs gas "t n tti M..." tn Ú Š ) 
对 于 控 抹 参数 的 头 定 值 ， 在 量 传 qu. disco. 和 为 约束 介 许 
myzs eam RAGER R. UTE m AS Ul 
ER qi,g I l ga 23 Br DIS Ti S S 2 Pa # S BJ J X 5 ww. 

由 等 式 (3-210)， 得 到 


ti = 2i pp Öga 
by = $ SC Sq, (5-211) 
8 


其 中 Óq, T PEE S 是 性 意 的 。 将 (858-211) 代 入 (5-208)， 得 
到 | 


S Sem, it Pis) g +(— mit Fay) BE 


ʻai J-l 


+E — miit Fi)? F žá ent (5-212) 


38 1113€ 3638 (5 212) B I ib BE. 
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于 是 有 | | 
OX. _ 07 d Or, _ êti 
0j. se” di Og, Ogs 

对 于 we 31 有 类 伺 的 关系 式 。 AXXURC(O-21S)Rp$RZg4n A ZEE 

束 系 统 的 经 典 拉 格 角 日 关系 。 可 见 ， 这 里 将 控制 参数 当 作 狸 

IRER ORKA E, 

7E EGCO-218), 我 们 有 


(5-213) 


d ax . ON; Qo < Z 
5: (8 f dA $i LE. i) 
(i Oqs d qs ° gs 


LA [S (a, 2n Oy. g O74 | 
= | 2; (T "ELE. E79 


— . 1 ex. Əy; d O5 
LER: Og, Sot das eg. +3 'di àq, 


dps (a ad BD: s ĉži J] 
= -一 .| 全 ， Di | i -| 
dt Li mi Ti ti ET] 


es eg. 24. 
—À mist A NT 
> m d iol t3 Ji 4 Eq js, | 
.4 OT 6 _ ... _ 
= EA 一 (2-21,2,---,m) (5-214) 


ob T — DN mH bL) RALIS 214) 
和 (5-212)， 我 们 得 到 
$ (- £ 82 reet (5-218) 


Evl di EA 2gs 
— F. e ET z 1 
其 中 Qao Fem FaTE Fa At (9-216) 


Xp XH. BR-F0S-215)rH 89 Šg, guna s i 
PI mq 


d 


一 (5-217) 


WE, AeA PU s z 28: J SJ 7 t FL 28 TEL S =Ë — 2 u 3 ËB R 
方程 的 形式 。 
#1 困 作 用 在 系统 上 的 力 有 势 ， 并 令 执 能 为 V, Mj Q= 
e 而 方程 (5-217 ) 成 为 
8 
s s 5 —0 CKs=1,2,..,m) (85-218) 
Bp L—T-—V3md4BBPHEXR. 
2pfE(OB-217599(5-218) Bg X H SE SET IR ERE" X s kn ay H 
%， dH, j EE y FERS SCABBRSRYB P) Gmm F Fe 8) 25 3, ix 
Eo a l) 2 Su a E PJ P R. A Aee 16, = 
£i iz x Au. T 23 6 Hy Es ñW Eu d w E A RET xS BH BJ. 
2. 例题 
一 小 环 可 语 一 光 清 村 自由 和 请 动 ， 杆 的 一 端 弄 锐 链 郑 定 。 
设 杆 在 铅 臣 平面 两 运动 ， 在 小 于 运动 过 程 丰 村 与 向 下 的 铅 恒 
线 所 沽 的 角度 可 了 到 侍 意 租 。 堪 建 并 小 环 的 运动 微分 方程 。 
NE. dp EB F Aga SE TRIB E se g G, ¿JER BU ABER 
zys E rR A nD a O k E Btk OX PT F, OF Hl 
di. pIE s HJ pr 22 #5J sE A 
4-— zigü-—0 (5-219) 
H rH 0 Riiie BELE OGBGBRERBJEEES r W) X E TE, 
则 小 环 的 起 能 沟 
1 


T =p mtt rtd) (5-520) 


Fç Han 2 s BD St. DAH 


9 2á1 > 


2 2T = xr 8 ° 
cT eq 
AE, A (5-217324 H 
m? 一 mr? = Qr (5-221) 


HAQ P X, 设 作 用 于 小 环 上 的 主动 力 分 量 为 Eae 
Pu, bii 
Qr v.e ey SR F.cosó- Fusing — (5-222) 


(5-222) (5-221), RE] 


m T 一 mm 82 = fF .cos 0 + Fu sing (5-223) 
DE-A EO. mo d e SL 
( =G tY YE) (5-224) 
3 2. [ej REC F) REL 


第 九 节 80 dE 2) 3 A Sk 6535348 PR 8 2 45 


E É fa] REB RJ 25 S E 2 BJ 6 35 EL. EAR Gm SG rh, 
HR RIER Men HAEC ER. ERF 
E AJEJ) ED- ES 338 EH BË 98. A EAEN G a HRS TE H EH 
Zh Hh SE x E sb AR PE, 

J 4188 pps epu. EAA $r 23 H k) J 2k 35; 
rH BSI 29 iF. 3252 RERUM PF SIT SU B 388 hy ZU 325 715 52 Pk [B] BJ 
BiA E, ARRA RREH S T AES YG W. ARS 
HBqpixeckBERAaRG. TH il P IB B SU E, CARKIT 
RERE UJ. GS DUOC =E ZH HR ELSE té Wa p H RE 
£538 2; REB BO hl md, MEA deed E SB tF F) üj 3ü #E #& 
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统 运 动 上 。 柯 服 约 束 的 实现 未 是 各 简 单 接触 米 实现 ， 不 旦 被 
动 的 ， 而 是 利用 辅助 能 源 直 接 和 实现 的 。 
1. 包含 筷 服 约束 系统 的 拉 格 朗 日 方程 
误 某 完整 系统 由 六 个 质点 所 组 成 ， 系 统 的 运动 受到 了 个 
LEJR, Hh 1, 26 086 EQ 
Jo, i Zia t EN YN 28 PED EL (5-225) 
(p,—1,2,--,h) 
个 是 局 服 约束 
W. (2 ,3 Zis EN YN Zw) (5-226) 
(P= l, Z,a 1) 
$18 293R (5-225) Jg 95 — SS ERE, 称 约 来 (5- -226)5) T — 35 


— -一 -一 -一 -一 -一 -一 -一 -一 -一 -一 -一 -一 


约束 。 对 于 第 一 类 约束 (5-225)， 加 在 虑 位移 上 的 条 件 为 
S (Ear, ty + e 82, E 0 (5-227) 


NM 
而 及 第 一 法 约束 反思 的 虑 功 之 和 为 零 。 但 是 ， 对 第 二 类 约 训 
(5-226)3€ 34, E PAWE IE II BE DUI cc 般 趟 为 零 。 
J: E F8 GR] LBS E — d A EL JE EE n] 25 pv Jë X 
S-murosFopRa44Ra)ór;-0 — (5-228) 


{rl 


AUT s HE- EREN] KA iz 3988 — E ESTE JZ Js [53 为 
HER J EAH, MA 


SR. ar =0 (2-229) 
将 (5-229) 代 入 (5-228) 得 到 
D emrit Bit Ri)eSri=0 (5-230) 


«243 e 


(5-230) 斌 是 包含 同 服 约束 系统 的 达 衣 人 一 一 br BH H 
MH, EC rh ËJ s aj R £u e J Fa. SX 0 e tua @r B] SS 
Sh S u Tur S EU 311 Ty 2 E IEEE OE EAR 

水 了 使 原理 (5-230) 且 有 通常 的 形式 (3-12) ,我 们 设法 由 
(5-236) ER SS 3E EU TR Hu Zu t IDEE RS A 09 «BI 
jov ES dg (EE rn [R] T 38] — Es E or TE (E 3E — 28 £0 RTL C TE E PH 
作 虚 功 之 和 为 芍 ， 候 证 这 些 卉 位 移 满 足 了 个 关系 594 

Sndpit bridyit eriz) =0 (r221,2,---,2) (S-231) 


其 中 ss Ded Cut A AE A RISE [St RJ pe S 一 般 说 来 ， = P, C 
231) 与 约束 【5-226) 没有 任何 联系 。 各 时 限于 研究 使 第 二 . 
HRR J) BJ BE 2 J 3 E a te, HU wq E 


SIR. 8r =9 (5-232) 
tel 
M) E 5-230) 386 IEA 
SK mur + P .y.8r =0 (5-233) 
(m 


为 由 原理 (5-2331 导 出 系统 的 后 格 朗 日 方程 ,我 们 更 mm 一 
IN — h, TP X PR gs(3—1,2,-- n) (E283 (9-220) 成 为 便 等 
X, RP 

NRCACPMIBIPUACHHEBPERCEPERPLLD 
zu Qs Í D YN Zast) Smt gss $2,$ )—0 
iC S- 226) [4 Jg 

Pok q. QI | qa | É )= Ü (p,=1,2,:. 5, 2) (5-234) 
Hon 

por Pp LEl gest J pest) 2 gaée 
Eu(Qs CD aun gessi) Zu gst) t) (9-235) 
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TÆ, PERPE, HJARA- RATEN 


3 a ar rs =Q 5-230 
e X di e, -+5 gg 2*9.) 75 ( ) 
在 选取 广义 坐标 q (s =1 2 6 n) 8, 2 (9- 231) T 


E RIER 


E s9g =Q  (v—1,2,--.,3) (5-237) 
其 中 
An OY Qu. Qq _ 
Avus X. Sa qs Tb, oy - F pi Bgs ) (5 238) 


H {5-236)f0(5-237), PAE EE bR B H GE ik. TERE 
方程 
d eT 
dé 2, 


-$ oe X A,A (5-239) 


(s=1,.23,-:", q1) 

方程 (5-239) i AE BLA iF] Fš A R EP 3S T dr ds 88 B 25 
FR. JréE(5-239)8& [n] £] 3R (9-234 78 a m+ AS 25 1E qu, 
Gast Ina) ky sss Agi] nd d, APER. HMA L0. WA 
But T ae [al Es EE ARI BE BJ; EAS dael e 问鼎 是 个 确定 的 ; 
WE L=, 方程 的 解 就 将 定 条 统 的 送 

Tof py IU BA PS SE TE AZ o 

(1) it ur(3-237 Jp uH Jj ` Šg, 


Óqu- iam X Bn-jangðqe (7 1,2,.3) (5-240) 


£(5-2404& A (5-236), $85] 
d eof al Q4 24 


—m — — -= — — — 


Zi di Ogg Öge ë | 


d — oT oT — 
( gz Sé. ta yr tan- Jak ) Ög =Ü 


i Sg TE, kari 87; fà 


d ər eT £ q "Wu 
LANCE NT, Bp j = —— _ 
eT 
^ Oda; Ak 7 Qa- ha) ° 
(£—1,2,---,m— 5) (5-241) 
(2) RER 3 (5-240)0425 75 
dnja 0 (hp—1,2,...3) (5-242) 


MJH Sge Makat, TEM UTR 
d eT T SQ. (gL1,2,—,n—3) (5-243) 


(3) WR PLR ERER 7p DUE R h Ps] H EO S #%% BJ 
Tc TEH] dA ba EGIT dida, rtn 中 的 dacmais dn s RII 
关系 553-237) 成 为 

Qan me =], e gn 0 (5-244) 

iX Bj Hii BBC 5-2360 £88] Zr F 

2 2 p =Q, (q—1,2,-,n—m) (8-245) 

2. ies 

SR Hm, HEREKE 
Ej ERMA DP wx. AA n pE AREA, 3f 
EPERE Ha D OS xD. TEA C ES WoR M OO REREH 
— A, HELFA 3 J EF, E ser EE EEES OLX CES] 
5-9), —fa IR LSLIEPHAEDI IE E, 6483 Eneys 
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a — 8 一 部 (5-246) 


其 中 二 (DOP B=(0FX, 
CA); 
OC=R, Cå=a, CG=b, 
NE. AAH P pAr g (X T W 
d 93x «xx 5 48 685). EAE, 
Ji BH F y et a| šš $h HI E 3 Q , DH 8 P Sm TE a 
5). RRF ES EGER SERE. 
平板 质心 的 动能 为 
T — m Ro bp +2 Rb feos (a — B)] 


平 椒 相对 质心 的 动能 为 
q'— pi 


其 中 mbp F EUSP BUD BUERESHLRE. TE, THDR 
T —T! T" — 5 m R6 42 Rb dcos (a— B) 


+ 52 B] (5-ZÀT) 
Jj F 的 虚 功 为 
ôF = F ó( Reosa + acos) 
H A FELD- H X 8 RR BH H ZI TR 
| E P e — — Fasinf (5-248) 
=P p qz igui(5-2405, E 
aT 


Sp [bA Rbacos(a - B) e PB] —mnGO EB 


2i 


3g m Bbáfsin (e — i) = T LY 
图 此， 运动 方程 (6-248) 有 形式 


mC +D — mREbB* + Fasing-—0 ^ (5-249) 
第 十 节 dxd&» nsi 


拉 粘 朗 日 力学 指出 ， 对 一 个 确定 的 动 势 上 二， 就 可 以 按照 
方程 (4-146) 给 由 系统 的 运动 微分 方程 ,这 是 拉 格 遍历 力学 的 
正 问 题 。 

两 请 卸 格 妆 日 力学 的 道 问题 是 措 村 求 找 到 一 个 函数 三 使 
得 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 可 写成 控 楷 朗 日 方 妨 (4-146) 的 形 
式 。 控 楷 庚 日 力学 的 游 问题 是 当代 数学 、 六 学 和 物理 学 界 十 
全 关注 的 问题 。 这 里 我 们 极权 介绍 一 个 大 概 。 

1. 问题 的 提出 

完整 保守 力学 系统 的 控 格 朗 日 方程 为 (4-146)， 即 

x ANC S= =o (s=1,2,.-- m) (8-250) 
Bp L=T-V 3238, Thha, VOXVMBE. FAE 
T. FO-202 B] 442) me Et a MaD FE, 

EHAE co 2; Fe zB 
È Ann dn iir + Be qm, dn, E) 0 (5-251) 
(2,0 —1,2,-- ,n) 
要 求 找到 一 个 遂 狂 五， 舍得 方程 C8-231) PEL pk SXCo- 
250), J% y E jr ss B E OAE WEA a NPER, 一 般 说 来 ， 车 
APA R E SE. 
« 248 ^ 


2. 函数 元 PENA 
如 时 方程 (5-251) 册 的 系数 4szy 刀 * 满 足 让 于 条 件 


Ep (5-252) 
OAa Qi (5-253) 
Adm Cs 

9B. I apta Y Gm- 一 Aor (5-254) 
dy öge P7357 Ogm 


2B. OE. L1 12 3 : 2 (efte. 0B.) 
dgk cds 2 
(s, m= l, 2, A) (5-255) 

"p GLIH ge dag te aia t LU EE(B-25b1)p py 3305-2505, 
详细 证 明 eA Banii. R. M. ppp P3, 

3. 函数 上 的 构造 方法 

YE _EjE238pE(C5-252) (5-253), (5-254)81(5-255) F, L 
是 可 以 找到 的 ,但 是 问题 不 是 唑 一 的 。 实 际 上 ,将 方程 (5-250 ) 


展开 ， 有 
Xa (Reit anao 70 0099 
比较 (5-256) 与 (5-251)， 得 到 
E au (s,k=1,2,-. 0) (5-257) 
Og scq; 
v SL g L 9 dh _ Lp. (5-258) 


I8 VO qx i Bf Ogs 
(38—1,2,---,n) 
Jj*i(5-257),. (5-258) RE n^n AR ELA JETER. DUÉL— Do 
HEAR L. AEN Sñ ZE. a ye A, 328, H AETS TG E 
Th. Pajak rau T g e (S-252) (5-229) f 5j H (5- 


TERE 


257 )81(5-258 22 m] 2 NF, 

下 面 由 条 件 (5-252y (5-255), 方程 (5-257) 和 (5- 
2508/5 Hi EJ i Par k BB H pa 3 L a5 ix. 

Jj £&(5-25TY* 38 88 


Elamm $)  Kdnsdm, t) 23 Dxix(qau 0x 
IT (5-289) 


Erit K (ga ds 6096 — TE TECB-239) A (5-237 JAS- 
258), 43 


RK 
LOK A „k =1,2,-+- 5-260 
Ok OQ, did Un É i ib 2 
SD. 00 s (Du — SER X) 
et equ, Kc as Ok, Og, 人 


EK oK z QR 
o dgr. öğ ðt — A iq T" 
(&,—1,2,-,) (5-261) 
MUN ER up aT ARH L rh ay Ss- -项 
-HEK RAA E-261), MI $&5-201) mph 
b cms. 3548 39) L rh 555 — 39128 396 Dr Dp i ENA ES: 
$£R(15C5-281)Bjix 9x, 求 导数 ， 有 


aD, aDs, _ OB H n. 031 R 

NEL. £ 7 PE — - 1 — + bs. ， 

Qu. gg OQ, 96^ gud T RE E METTI 
SK _ SK (5-262) 


Ogx,Os, EE 
(E, ufum 1,2," n) 
Jjf8(5-262 335 h iay EE CL 09 , i rS iu RE HA. Du ARAS 
j Lrmgu-cIOMC BOG4MiBBgJrfz, 只 要 将 (0-202) 代入 (3~ 
«2504 


261)， 于 是 有 


0 0D, jg, | 9K , OK BOUE å 
gr, et , Og, BEZPE T 1 "Dp dk, d 
1 SB, g _ x 2 
Er= 1 OO, dk, > {a 

+ Dl — | eK dy, (5-283) 


e Odg ! Ox, qs, 


A RO-Z263)mpEiiupóribiéC AB. HIH: ETAR C 
设 所 有 条件 6-252) 一 一 (5-255] 帮 满嘴， M (5-262)8 
(5-263) 可 以 写 得 更 简短 些 。 实 际 上 ,将 (5-261) 和 (535-254) 代 
A(5-262), fg 
OD, OP l SB, — Bn.) 
€qy, — Oqu, 4 ` öğr, Od, 
OK OA 


HCIEE S0 Zr (5 264) 
TC TPE -)= ui 


将 (5-260) 和 (5-254) 信 入 (5-263)， 得 到 
oC oD, B OK EK M a: K 
F = E — By, — — — 
gk, ot Pdra öp ðt ETa -gk, 8x, 
lí 8B; 6B, r 
+ — -—- 1 — 上 PE W 5 -265 
2 x ds, Öğr, 上 | 
EE, Jyfe(5-260), (5-264) $1 (5-265) £5 Lh E; is Hr 
DH H E EVE PIE. H pe eJ) Ei gp 


. 2 " : 1 l 
K (qz s Qm Ü š ) = I > ds, | ac^ [| aza, 


ki= 1 kicl 


r,t) lås, tg, s! d, i) (5-265) 


D, = 5 [!. dv TZ (19,5) le. (5-267) 


Ki 
— P eW, (zq, le, (5-268) 
必须 注意 ， 方 程 (5-260). (5-264) (5-265)— 5E Sz fic Wi 
HRÉR. BE. EBIC5-268)fkEQLAD Aze 下 计算 出 全 ;再 由 《5- 
264)ip 3X Hl Arro 出 (5-267) 解 出 Dx， 最 后 由 (5-265) 算 出 
Wx 由 (5-268) 解 出 忆 。 于 是 ， 隙 数 工 由 {5-259) 给 出 。 
4. 例题 
例 1. 革 二 维 非 线性 非 保 守 系 统 的 运动 方程 为 
(q. - 24,00.  2(di + daat 9.9, 
. 1 
-gig 十 qq I gi = 0 
2(d,-- 40d. + Odi dd. q.d. (5-269) 
— qnd t do d qi-0 
xe Hj XwdeBHEDEEX* L, Hizo 5 gBrESSMESXO-250), 
Wes Er cu WES fE( 5-252), (5-253), (5-254) R1(5-255)2, 
B C5-2635 知 
Ai —4,T20,, A,,—2(q, — di) 
A, 2(di T 4), A520, t4, 
显然 有 A, = A, 条件 (3-252) 成 并 。 X 
244; 24 


1 (5-270) 


i22 a2. 
od. ed, 
As on CEP 
eg, öd: 


则 条 件 (5-253) 成 立 。 又 
. 252 t 


， ， l 
B,=q9,- didit didit 543 
(5-271) 


. . T 
B.—qdi--qudi 十 diga 5 di 


我 们 有 
2B, aB 
一 一 一 十 一 一 于 
eq, Q, 
Ə TM Ə . eA aA 
— ` 12 ESI 
C Ade go) 4 LEE EP d equ 一 


=qgq,—gq Fg i — q4750 


2B, , 28, 0 
eq, 24; 
e e 
(5 * P4 > dm Fgm 4, —0 
OB, , eB 
ALIE = Ü 
Od, 6d, 


à 
(iX do ai — —)Au 70 
因此 ， 条 件 (8-#54) 也 成 站。 最 后 A 


aB, OB, >» E 
— — — M. rc 十 : d- _ ( + 十 T au 
C; nq, (d; g ga) qh T gs qi) q, i 


e TN e B, 6b, 
it Xim ier ed, or, 


—g. 1] =2( g, — 9, ) 
lx e PpCo-255 HB Eg S£ e 
M (5-260), (5-264), (5. 268), (5-266), (5-267 ; i 
(5-268)3E T4 sic p L. 
di(o-270)41(5-2685, 7i 


L y= dn at Us 


K-ü[ ds fasc, + 20,)1d, Md) 
+à p aei] etch doch 1 C) 

ed [avi], arzi tidl) 

|. Tr il. de« (2d, d, ) vdd Cr q) 

agf | ido 240 aee [hisce doe] 
té | | ido edo + de] 
.D1.,. . l :.,- - .| 1. ..: 

=g; | g (qí + 24) + g (h +) tq s di Cds 
t4.) d. O0, 7d) | 


l,. ... _.. 
= gditdi)tdiqd + q 


REFRA K IN A(S-264 5 K H Skr: 
A70 
Zi (0B, eB), PK SK 
od. êq, 9g,00,  0Od,0q, 


1 
一 本 [ga 一 由 一 (q, —q,)] =g,— 


Z6= C aj 


25. AP, jeg -g, 


Z,,-0 
RU8(5-267), RME 
D,— [eZ Gg)gdz + | zZ,,Crg)a ds 


«25414 


fl 


1 1 
Kz qi 81 )g,dT 一 本 (gs 一 qiga) 


1 1 
D,  tZalrgadr + KL dr 


| 


1 1 
[e q — q, )g dt 一 É CF1™ q q.) 
:可 此 


2.2. 1 ， I. 
d= EJ di 9 — gga) + adi — .9:2 


1 ， _ l + . 
=gh 十 9192) 一 PRAILOST +q.) 


HIKE, Di 代入 方程 (0-265)， 得 
QD OR a: K ARK à 
rr ov B, —. ERK, ` 
d ĉi ) n OOF q 1i 
eK 25, ob, 
十 | 一 一 一 十 一 
PLE ELM oq, -H + 


一 —(qids — 99, t gga t F PELCO 


"FH. OK eR J* K | 2 
w,-2P. pg .2R. , 9h 
=a 770g. Qd Lagdd 


-E dct zog de 


to = 
pe 
D 


- . 1 . 
——(qqi—qu- dq: t5 d1) + (91— 4:)01 
I 1 
Qi sad 


+250% 


将 所 得 W W. 代入 (5-26837， 得 到 


1 : 1 
(Q -一 | Witvg)gidr |, HW ,CTrg)g; ds 


1 1 1 
=| -ant y Dandet | -ne Dads 
1 1 i l 
— 08 q (g q; t 92) — ad did: Hagi) 


一 一 Coige t digi) 
TÆRNE a BH 13 EUER 79 
L—K + $ Dida + O 
—g 4D did eddt S Gd qtd) 
B+) gg (5-272) 


答 易 验证 帆 基 给 出 的 方程 


dq OL 2 L 
dí 2j, ög V GTL 


ijixhjif2e(5-269)— ie 
p]2. 试 将 运动 方程 
q +y = Ü (g>0) (5-273) 
Huh y AA Sk, SER TE e 
解 : ES, 方程 (95-273) 不 满足 条 件 C9-254)。 然 出， 将 
(3-273979 c S8 DOE X 
etg + eYtyg = 0 (5-274) 


pt. [E 655:(5-282) (9-295) APA E. Wie, epp Dom; 


ekol jJ i= 
FREE, L 人 


s 258 * 


方程 45-260) 缩 出 


OK uu 
g? 
方程 (5-263) 给 出 
QC 0D _ jg OK 
a di — € TIE 3331 


imAE(5-2685), (5-267). (5-268) 大 为 
K -d[ av E |. dre?! lc q) = $ed 
D --0-—0 | 
Com Bde BH H SE 2 
L= Feri | (5-275) 


[j3. 其 力学 系统 的 运动 方程 为 
> "PORESBD PES > Carl 3 gy + = Gs Egi = 0 


(s=1,2 , n) (5-276) 
EP sk 二 Whe Ciy— iro ARH S P hu t PE H JE e 
解 : 由 已 知 条 件 容 易 漳 断 ， 条 件 (5-252 入 一 一 (5-255) 都 
满足 。 
方程 (53-3360 成 为 


84.8 di — tkt) 


BE (0-266) p Jy 
K= X > i. el deos Cd E G1) 


a= 1 


= E Meade 


9-1 k=l 


将 BB; 及 民 代 入 方程 (5-264)， 得 到 
Zi =0 
将 了 sx 代入 解 (5-267?)， 笠 到 
HEIN 
将 Ba K, D, 代入 方程 (68-265) 得 天 


W= — Pal ( š qx 


于 是 解 (5-268) 给 出 
19 ^ ， l 只 
Oo= 一 | 3 —— 22 >] G;k( t gage 
pimi Kol iiid 


Ee, Ph 3R irta BB HORSE 
L= M > JE B sd - + 2 > Ges Í )daqk 


g-1 


(5-277) 


第 五 齐 9 A 


5-1 质量 为 虽 ,长 为 了 的 与 质 杆 44 瑟 ， 一 端 吾 以 长 上 的 
软 强 OB Hk, 5-——N ATO 
Hk 3r Sui x SB C X 5-18] )。 
uR TAR, OB fct r TIU 
ABIERTA., RATE DA D x) 
的 周期 。 


=, 2af t 
& 5-1 FH Jg 


5-2 Wa RAZR. PRADA m, t ABCOT 
已 理想 匀 幼 连接 。 各 村 的 质量 可 以 术 计 。 平 衡 时 ，CC HE 


. 208 e 


KPE, ABO TRO OBIEG PÉ. Uu O, C =l, 
O,B-BO-b, AB-a, ab, RRIF Sh EU PS BB , 
A. 2 5 V 
uu or (a bjg 


E 6-2 ES ER 5-3 图 
5-3. AMT AB CLIE h.d, HRO A, OB Hug 
图 示 。 平 衡 时 ， 软 KAT FORES HR pu R2 B) 78] BB a 


TA T, "i 


5-4 jKH 7 EÉCO-S4) EE Hi F u 3 # : 


d NY 1T op = St pra. ELA 
dà e cp O^ T jJj kor CUN 
Hia ip T h TES i, H 
al * 
* c 
P PM 
BIH dz ERT 


也 * 
| 2T toy o7 4 *-- V -— const 
k 
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5-5 OE AR., B t yam 9 IB ua Enc Hubs HEAD e BJ 
ag eE EL aE xh F, EAE a ae SREcucgHGUDIRIE. WH F 
TER JBS EF RI PARR AATF 08 F, 3£ EHU 53% @% É JE 


等 于 ze 。 问 过 了 时 间 # 一 pmA/ PU 389838 6368 e EE 


kmg ( Eez,— kmg ) 
TS Md MN 
Hio m 4m “oR S 4kong 


5-6 j A 8 EET Hen BJ ig T ONEA A fé 
m L B+ ez—= 0 
Me dh. Ew az S u ps SEX 
mp) 一 一 如 
RCHAR V(x.3. 
提示 :寻找 待定 系数 的 2, TRAN- 35 m 3k V , 
XS. V= i aip LELE g 


25 2 4,5 

5-7 4x21, 质量 为 下 的 
Xj FL Pë n] # 2 Sk. O T r E a AY 
HHIE S. TENES F 56 kl 52 pk 
O E t5 ZAR lg ES — BE O08 — 
WERE Sp iF J, dem BA 
hn BRETA Ah AES, itp 
¿I E BU EEM A gu (Up E 


: 3 5 
A —- 
Ela 8. 7 Mi 3 
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ó uu d & u 6 
714 MI La 


k 
EJ 


m Un 


5-8 Wei AB, BO, hir 2e. CIR HE TE B £x 
HR, REHEAT K Tg E. ALT pum A mpm 3t 
R.E FF S pat] pe — FE BB JF. iz up eS E np ig 777 [o 3€ uERH A , 
C I) 3E E LE 13:1 

fé: S BEREH, Y) ITARA 6, $, ?l 
写 打 击 方程 ， 并 令 6 一 中 。 


—— pl 
s] + 
H 3 * 
gj; 5- 8 FH Em 5-9 图 


5-9 + 21 MS LEE ELE ËF PS RAE o 存 周 示 平 
HRES WH SZOS AB RETO DB EHORS Rs. URGE IAE 


SETER ( BEIER E SER JF), IKEE Peng fB BE Se K DIEI. 


6 > . 3 | 


= = #— Y 


5-10 MAJI AB. BC, Hifi» m 和 m, 长 为 a 和 

b, BARETT B, JoJ om A yb sl. 3p Bol, 4 P E. 

Kí, f BC EM. zBub. AUR CONWOTRAX., PH iA 
* 261 * 


0 为 6 处 的 点 了 的 初始 路 径 可 由 方程 


ge 一 68(1 + 2 Jabs 


m 5-10 图 EE 5-11 图 
5-13 HARAP R2 R83 ECT deg R J E 1188 
E, EERTE ERKE. WMA H-T, RAE IE BE 
杜 的 初始 角 妇 速记 及 杆 奈 心 的 初始 如 速度 。 


.. 3 
* cs = 0, Yeo TTS 
3 
Ë =0 » Um —4 + 


5-12 试 由 方程 (8-162) 导 出 积分 


joa — meta? 1 一 cos*8cos*a=) — mga cos 8 cos a — h* 


5-13 RH, 1E; €(5-152)m, BE 
nanus 


Ee 
Os 


则 有 积分 


z eL. : 1 x x 4.2 d £* 
Dn 
| Ag s 2 i=l 


其 中 L.—-T.—V. 

9-14 试用 相对 运动 动力 学 方程 解 题 4-28， 并 求 其 相对 
平衡 位 置 。 

9-15 变质 时 单 摆 在 阻力 与 速度 成 正在 的 介 硕 中 运 动 。 
摆 的 质量 由 于 质点 的 离散 按 规 律 m = m( t ) 3E IK, , EL ES Wk cut 
的 祖 对 速度 等 于 零 。 已 知 摆 长 为 1，， 阻 力 瑟 二 B99， REH 
运动 微分 方程 。 

+ B? o 


5-16 HA Š BH 
f ma BIHE T ES 位 
T OK CB Se € OX 
Eo EEH T EFI F 
hk XE A S B $4] 
JL B Y ww BE Z3 o REDE 


XE 5-18 图 挤 出 去 。 求 简 的 运动 微 
FA, CAREER PLI. 
WT mtma XË- =- ilui) 


RE u=- =pl m(t)=pSLL— K). 
5-17 ”试验 证 运动 方程 
q-- sing=0 
WR A (:(5-252)— (8-255), JEI HEMM HH ua 38, 
5-18 dps Re EDS AUI ME ZR 


* 203 + 


1 " : 1 . 
igi T> qd: didi dit Cg T g.)=0 


1 " " 1 ， . 
> q.d. gr, + PEL E +g + (qh T2g,)=0 
BYP S B H BE EE. 
1 . . . . 
WS. L-—.(H1ditqedd. g1d1)— igi t qid + q) 
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ovo ERRI Pa 


Hazem Nielsen) 在 1935 F#8 7 -e RP së Te 
32 kai sp 3 E. SUO ERSUILUEBURNMD E y 82 — 


Té. E SE AZ Su S£ JJ SE PA EA TEJ ERR A SE Sa 5123 8 B5 
x MUJ, 


第 一 节 尼尔森 万 程 的 推导 


3 113 pi x B4B ——- bed BH BL IE E SE JE EB ZRGSRUS TE. XA 
BHH —— Ar ta BA o HERIBZSC2-13)5, HL 
> (—mir + F,)-órj—0 (6-1) 
I Er E AZIISESEUIBEÉ RAA nA BINH. RA BTE IB 
nC X4 qui as" n EX E, 
Et (4-4)5n, de ba EE 282 Et OT 可 用 广义 举 标 的 变 2 Sq, 2 
m 


* ^ OF; 
ÖT; = —— 68 3 6-2 
e PGs 7 ( ) 


将 (6-2) 代 入 (6-1) 并 改变 求 和 有 顺序 ， 得 
^ ari O; ` u _ 
>í > 一 Maf is ög, TF; 9g. )j94.--0 (6-3) 


下 面 我 们 采 证 明 一 个 重要 关系 ; 
r, _ CA ， _ u I 
d. 2 FPA (ç=1,2,-.- N ) (6-4) 


SER B, BdiCi-38)m A BJ fuk HE RE Pj HI OC n EHE. PU 
e EE E U” EIRA 
S STi « c. OTi € 


Ki =, Oq; gs 十 E=, = Agg STk 
` 1 oTi _ mr, _ 
t? E ores (973) 
上 下 两 边 对 q; KR Sp EY, $4 
PT. c. Fr; >» oTi 
dh Li s, + e——L- 6-6 
e ( > OquOqs dA óc dr) (6-8) 
AX [E] ER E] 2E PE ACE 7j 
* xaO Of. OTi 
和 一 22 Gy, st ar 
[E Jt 
Or. h er, , | Pr (6-7) 


öge ^ iR lð I ^ aqt 
LEE gE(6-6)'3(6-7), TETH X CO-4), 


S BU) 53 BE 2g 
T > mi Pirts (6-8) 
动能 对 时 间 的 全 导数 为 
T — > m; To (6-9) 
HIHAT H g UE T OS g: W pay, UH 
$= > mi m (6-10) 


* 2660 ° 


3T _ ERA Are ce- 
dgs — e Pei Tet ds + PE ri Jgs M 
利用 经 典 拉 格 朗 日 关系 (4-8) 玉 关系 (6-4)， 可 将 (6-11 
AS | 
oT Z, ri Co 
àj. — = TEL 4 refte: > Ti Yu. àq, (6-12) 
H1C6-10072 (6-125, RTI] 
` 0T. ori oT ero _ 
RE" RE RR (6-13) 
考虑 到 (6-13)， 可 将 原理 146-3) 表 为 
n. aT ƏT > 
Z (0 (6-1) 
其 中 
` Of — 
Q= > F. Bo (8=1,2, n) 
为 广义 力 。 


原理 (6-14) 可 穆 为 达 朗 伯 一 一 拉 格 朗 口 原理 的 尼 尔 炙 形 
3X. WAH (6-1) 变换 至 (6-14) 尽管 利川 了 关系 (4-8) 及 
(6-4), (ET hAm (6-14 出 发 ， 考 虑 到 非 完 整 约 束 条 件 
而 建立 非 完 整 系 统 的 运动 万 程 。 

内 为 对 于 完整 系统 来 说 ， 原 理 (6-14) EM 被 此 独 
立 ， 故 由 (§-14) 得 到 方程 

经- Qs (851,2, m) (6-15) 

FEG- PRERE, CLA HNT ARAN 

GA — PE EL SE STRE 5 AAE LAH 382 B9 39 732: 
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WAITER Rh l], Jë Ra yE txJ n7 XB PF qu, 
qa s ga ËJ LÁ EPIS ASAR, BRARD ER Z Ja nj 
RE X 55 bn 28 hf a] # A 2 个 任意 常数 的 函数 
Qa qs $,0,,C,,- an) (6-16) 

其 中 任意 常数 Osiy…Csn， 可 由 广 沁 坐标 的 初始 值 
gso 及 广义 速度 的 初始 值 Gao 来 确定 。 

JÉ ZR AED Fe 23 S KARAHA FI £8 (4-21) B 2 5 差 Mi 
ETAS TP HEIA. ZEE 238 juz aa OU; CER dh XE ¿L 3 


i air (iE JE AGREE EVENTS 在 某 些 情形 尼 ó 


AAA g TEREA ARE DT 要 容易 些 。 如 果 是 这 


样 的 情形 ， 那 么 利用 尼 和 尔 霖 方程 将 比 利 用 第 二 类 拉 格 妆 日 方 
EADE, 

尼尔森 方程 有 重要 的 理论 价值 。 尼 尔 森 方程 向 高 阶 系统 
EJ EP" EAE T ERA i(IlenonB, 1953)t9230 x Wr dr e Bl 
日 方程 (1962)t333， 尼 尔 寒 方 程 向 非 完 整 东 统 的 推广 便 产 生 
了 广义 尼尔森 方程 参见 第 九 间 第 七 节 )。 


第 二 节 尼尔森 方程 的 应 用 
M FB R33 77 $8SC8-15 0 3E Eit ir S6 8E 71 E RE B mh Bt oy 
JEFE Bv Him fud BJ R 23060 RA 
REFERA PRI 
例 1， — AIC bT y? + ax* —0(a7»0) E pl E 
. 268 . 


2 I£ l. x [a xT; wp Tm s - EN 
Rag)" Al AH. AX Sa KF. ninExE Er BJ dd SOY 


ECL EC opp ( Nieomedi) 问题 Je 
WESA: Wi un E uris £x xu 

H—TrTB/8E. Hades 
p xte 图 6-1). EH 

af 4- ox* = 0 (6-17) 
3ECO-17)AxIRT[RD 求 导 数 ， 得 

3423 + 2azd—0 
H (6-17 全 


y?! + GZ e qi - Me (6-18) 
图 6-1 a 
j CEPR 
E av wn i 5H _ 
T — GP Pt = mÜ t i (6-19) 
广义 力 为 
Qy-— — mg (8-20) 
pi (6-195511 
fo [fun SAO lef 99 
Tw j-e 5| 
ƏT O Te SA 27,44 
Og m g (1-32) 7g ^] 
eU 1 


PH, RAiTR ERUIT 


^. 200 « 


成 为 


EE EEE 
Bp 


3406-2108 B3EDI ý 并 积分 ， 得 
gd (0-3) gu-h (6-22) 
其 中 五 为 任意 常数 。 方 程 (6-23) 实 际 二 是 能 量 积分 。 为 确定 
任意 常数 妨 ， 将 初始 条 件 1-0, y=0, =i (ag) ti A 
(6-22)， 便 得 
h= ag (6-23) 
将 (6-23) 代 入 (6-22)， 得 
a u Me euo 


由 的 束 方 程 
tr 
F WA 


一 3 
d 1-7 
因此 可 由 (6-24) 消 去 因子 1— AP aeo 而 得 
"E ; 
j'— -gag--cons (6-25) 


. 2/0 + 


7; B(6-25 ) Je Wi o RO REO SEHE 2 RE RUNE A, 
£]2. JH BL ZJ m BA AGER SERIIe. BUE Ze B3J A ZF 
335 aF. En $ 25 E BJ 16 f 
A. BIEREN 5. WRA 
dg d EE H E S258 X dB 8 
置 ， 它 将 产生 直线 的 自由 振动 。 
求 此 微 振 动 的 频率 。 

解 ， 为 求 微 振动 的 频率 需 建 
立 点 的 运动 微分 方程 。 设 质点 洛 
与 某 一 弹 竹 成 任意 角 a 的 方向 上 
移动 一 小 位 移 x， 取 “为 广 湾 坐标 C 图 6-2 )。 

质点 的 动能 为 


T — mi? (6-28) 
c mE HERBA C 以 自然 长 外 为 零 感 ) 
V = > A. ay | (6-21) 
其 中 HORE ç + 8 g UJ e E, 
SMRKE T. EM, Š Ab Wise E E, i 
l)+ a Hj = fa Je WJ 8 — b, KS 
L, = fa? + 65* —2bscos| (q — 1)+ aj t 
Araba, H 1, BJ yE k 


XL | 


z: 
^ -.. - * 十 T 
o” 2: Cu? lasi i 


zl 
l 


而 


"T 1 | | _ 
FPI | =+ +b: 一 25zeos| == ($—1)4 a |t + 
ZT p. l 
e 42gm -7X f — 
peces 
LL 23 4. 
一 eos| m 《可 一 工 ) 十 « | 
ed lf ix . 2T ,. 
-a z 
a |} 2 122 — 2b cosl fm ($—1)4 i |. 
typ es 一 25zeos| x (4—1) 
+a j t.z 
I-ü 
_1 1 Š 22 " 
-D+ 
于 是 
1; b—zeos| id (4—1)4 a [Hara 
I . 
gg eos: | (i -1)ra |+ 
因此 
(7a)! $6 - a seos 7: C$ — 1) + a |+ yat 


l, [ pT ,. : E 
y eh COS —- -mmm — 1 _ — f+ x 
25 gi (e 121 i j 
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—(5— a)! 一 205 一 ozooa| -2 (4-1) a | 


tat oos| E (471) a | 206 - aya it 


—a* cos* | T (i154 a be 


—(Bb—ao)* 一 205 一 jzeos| = (2 —1) + a | 


*(1- gj get em - (8—1) +2a je 
JT 4S BEJ 
F = Mc ME em ($—1) 
lo 
dépend 
(6-28) 
容 蔓 证 明 
n" 2m | 
pa Th i-1)|-o 
v 2T T d- _ 
> si | 一 二 (一 1) |=0 (m22) — (6-29) 
P3 E C8-728 ) m 2g 
V =-5 e(5— a) n4- -yonl 1—5) ge. (6-30) 
LOFE VERED TE. DA 
necu 
QT 
e 
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Or =0 
av 
Qu 一 Sr -—e(1-$)s 
ex IA iR D TE 
eT .0T _ 
d A Te 
KA 
mái —en(1-— 2.) z 
BH 
#2- 8 )s--o (6-31) 
2; £&(6-31) fg E opa p PE S DJ ATE. SEC Tt 5] EDEN 
oem, a 
(1-3) (6-32) 


pili. —J zmSMIxpEEIESRX4EEDEHO F, frm 
ERTES. PEED OE O AER b, Xp: x 
Fa A,A, C, ERVE 
85 RJ 2255 Tik Sy AT. 

BE. PERS E—-r M 
EREA sbs | i, 8 = 
PH FE. HRHAdUS b Ç 9k bh 
jg 09. 8 CXESDf8) E e C E 
HEAT X hb (EQ 6-3) 

图 5-3 ERD BE T SE °F. Jš al 
FERCA T' Jn ETRAIEDOGeSXUn IBETUS. ANDR 
oida 


标 为 
re == h sin f cosy 
Ye = h sin 8 sin tf 


Z= h oqg 9 
d E+ yite p ap) sinz8) 
于 是 T /MA + é*sin*6) 


AR PEIR TAA A 586 SJ Sp T $z( 4-35)25g 
T'—— (Apa Ag + C rt) 
其 中 Pf, JR 4-36) 
p sinf sing + Ócosp 
q= 4 sinÜcos p — Ósing 
y = j: cos -+- Q 
RE 
T — 5. Alh sinh + t) + (cos 6. Q)* 


于 是 系统 动能 为 


T=T/+ =Í 


CA MM YO + p° sin*8) 


+C (jbcos0+ Q (8-33) 
现在 计算 广义 力 。 国 陀螺 仅 受 重 万 作用 ， 重 力 的 荔 为 
他 用 一 —Mgóza == Mosind hen 
BK CD 


Qa —= M gh sin 8 | (6-34) 
Qu = (Qa == 
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为 建 立 尼尔森 方程 ， 进 行 下 列 计算 : 

Tl A+ MR GË + da sinti + hth sind cos) 
-+ C( 4 cos 0 4- p) (reos — $0 sin Ü + @) 

EC MAË + di ein eeg) 


+ C ($0050-- )( — d sing) 


A —( A+ Mh? ) (3j sin*0 4-240 sin8 cos) 
+ € cos O(sbeos 0 — k) sin 8 + d») 
+ C (4 cos 0 + o )( — ising) 


ST . O(weos 0 —pÓ sind të) 


eg 
zi —(A-E MA)? sinfcosd 
+ C(Pcos 0 +p — $ sin?) 
oT ar _ 
p T "p 
TEPE Eg BJ JE, ARIRZITE 
9T 3T Q 
2$ Bp v? 
eT „êf 
e t 3$ = 
aT êT 
3$ 3p € 
D 


C A+ MA! GP sin? + 2:50 sin 0608 0) + C cos 8 (45 cos 0 
— 3j Ü sinQ-- p) 4 C(d.cos 0 -- jj )( — Üsind) 20 
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(A+ MA )(U — 4 sin 0 c08 0)+ O( g cos0+ Q) sin 0 
C( cos 0 — h sin0 +  ) —0 


(6-38) 
Xx 3 58 


6-1 尼尔森 方程 C6-15) B HE SE S LER T BUS T Sa 58 
关系 式 ? BERRES EHATE ETIESE RiR? C 完整 或 韭 完 
$. BERTIE, MERA. ERR DEH 
等 式 

2T 9T d OT 
dds q, di 8q, 

6-2 RHHJE AR SR ZR ER or ELA XE MS ZI TE RIT BS 35 JJ 
微分 方程 。 . 


Y 
Ẹ 

M 

LAN 
? x o 

题 6-2 EH Rm B-3 图 

6-3  — Ht Eb 7g m-K 75 2a t'a S Rp ALB Tee rg EB 
BGEA. SALERBSA GRE ERG: BIOCIEAQURDÓ. 51355 
EELE H JEFE gë BS a EW Pa IEEE, DEUX XE. 试用 尼 
FEJ Fe tZ Hr ER E ZA MBH)iSImu l e. 


m» _ 
" en _ Mm 
T i (y - fin 8); de 


X. 


Y 
点 


o 


JE 


6-4 — RTEA m 的 质点 挫 于 轻 线 的 一 端 ， 此 轻 线 在 质 
重 为 桂 的 轮子 上 ， 轻 线 的 另 -一 端 挫 丁 轮 缘 上 、。 开 始 时 线 是 机 
Kj. EFi.’ # f C EE UJ G * 
回转 半径 为 uhpuu 
中 心 的 铝 和 下 固定 抽 转 动 。 质 点 在 
光滑 水 平 桌面 上 ， 并 与 线 成 直角 
池 挑 出 ， 那 么 线 开 始 缠 在 轮 上 。 
汇 证， 如 果 线 始终 未 脱离 轮子 ， 

题 “ 图 那么 线 的 直线 部 分 的 最 短 长 度 为 

CELERE 

提示 ， 取 轮 本 转角 GM fed tbi, £k 


直线 部 分 长 "一 1 一 ap， 列 写 尼尔森 方程 , 求 两 个 第 一 积分 ， 
HHRH p=0 时 了 最 小 。 
p 


6-5 如 果 广 义 力 Q,— 53. Kan V NOS XER 


EEXX, WIER: 尼尔森 方程 (6-15) 可 写成 形式 


aL eL 
— UL —B-LIIL == = LLL 
Go. Bo. 0 (3—1,2,---,n) 


其 中 L-T-V, 
6-6 HEM Quo f. gx) (s,k21,2,--:,0) 日 


0 B 2 2 Y h E o 
Iada, o da) ` s TEFEN E M gs 二 外 (i)。 试 证 


Bj: 在 上 述 变换 下 题 6-5 中 的 尼尔森 方程 是 不 变 的 。 
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第 七 章 ”哈密 顿 正则 方程 及 其 积分 方法 


在 这 一 章 里 我 们 研究 哈密 辐 正 则 方程 此 其 积分 力 法 一 一 
泊 检 定理 和 雅 科 比方 法 ， 以 蓝 正 则 变换 。 


第 一 节 哈密 顿 正则 方程 


l. 哈密 上 顿 正则 方程 的 推导 

Tir DA FT; FR (4-21) RENE m MIAA qs(3 二 1, 2, 
DAEPSOREI DL POR, B S LI T DEI PE 等 价 
的 、 相 对 2n 4 PRECHU — E P TRE 

在 分 析 动 力学 中 引进 所 谓 “ 广 义 动量 ”ps 这 样 -个 动 
力学 量 ， 它 们 与 拉 阁 朗 上 函数 的 关系 为 


"EF oT 
Ps 一 ås ^— 84; (81,2,---,n) (1-1) 
Hp BB ik k( 4-26), (4-27), (4-28) 知 
Ps 一 Y ÁAsxdgd B, (8—1,2,--,m) (7-2) 
kl 


因此 ， 每 个 广 尺 动量 部 是 广义 速度 的 线性 式 。 方 程 (7-2) 可 
HE qx MEJ ps 的 函数 ， 国 此 可 将 工 用 ge qs Kili, RIE 
HIRST ER gs Ax Ps (5j 7) 52 SR, 
FEITA -- ERG 
H=- L+ $ pd. (7-3) 


JH gro cep ZJ Wa isa i Hamilton yE T8 , 


对 于 完 侈 稳定 的 保守 系统 ， 哈 窗 转 陵 数 有 简单 的 物理 意 
义 。 实 际 上 ， 因 为 


2 了 q,—2T,—2T 


之 Dia >= Ods 


而 工 = 了 二 = 全 一 也， 按照 (7-3) 有 
H—2T—L-T—U-T4V-—E 
[S I, SEE Pe zE H fs ST AR S BAJ SEE El #k Z op 7j 2E FR CIR) 8. 
能 量 。 
河 了 推导 联系 ps 及 q: 的 方程 ， 我 们 以 两 种 观点 研究 交 
Ax H BJ SE 5: 
(D FcFER(7-3), HAIE E, ges QI, Ps RRG 
(2) 借 盈 于 (7-1) 从 五 中 消去 ds 之 后 而 为 H(t ,qs ;Ds)。 
Hoe CS) HIT 
H=- M 22 q. - 2 5 
+ È dpt 3p, (7-4) 


A F(7-1) EAP OS $S VB Ak H, qmm dihrok ËH 
H Jj f&CA-146) X1 
oL 4 2 


因此 (7-4) 成 六 


Š FI = > C — Pegs + 9.5 ps) (7-5) 
其 次 。 qu H — HC qp DER SH, TET 
! i oH "BE 
= b3 -一 一 一 一 2- —— 一 
àn- S (Mq, top) (7-6) 
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比较 (7-5) 与 (7-6)， 我 们 香 


A VEL > $5. q.)óp,=0 


(7-7) 
这 样 ， 由 于 系统 的 完整 性 所 有 Óqs 上 Ops AE E EVE SR AZ 
的 ， 并 及 等 式 47-7) 在 任何 的 变 分 Öge A ps 下 部 满足 ， 那么 
方程 .7?-7 了 7) 中 qs 及 Ops 前 面 的 系数 必须 为 堆 。 BI 
. aH .oF _ u _ 
1s = ag, P— En (s—1,2, n) (T 8) 
方程 (7-8) 则 做 正则 变量 Je p THANDI EDE, R 


2. 研究 正则 方程 的 塞 义 

前 面 寻 出 的 系统 运动 的 开 则 方程 47-8) 是 29 + — Er Pš 2 
方程 组 ， 在 解决 实际 问题 时 和 拉 格 郎 日 方 嫩 是 等 价 的 。 伺 
At. Fo EMA £ EJE k E EE pu P BB E DRAR £5 
FA, CRR GTS S 25889 J e [aj N BJ C SH ik UE. dh 
动 问 题 0, SB [RiGijib. BA SJELLJE mR 
SNERI C 如 正则 变量 )， 古 力学 和 物理 中 心 AE y 
理 、 量 子 力 学 等 )， 有 很 多 用 途 。 碰 后 ， 由 正则 方程 建 立 了 
一 整套 积分 方法 一 一 泊 松 定律 ， 雅 科比 方法 等 。 

3. pi 

利用 正 刚 方程 求解 运动 的 步 台大 致 如 下 : 

(D) 根据 所 研究 的 力学 系统 的 物 型 条件 和 特点 ， 分 析 其 
EFE, ye Bm Ag X twn 

(2) "5InsB8ET mn E 85 V GIRE s 
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(B) 求 广义 动 R pu S2 HOS e= falde» Pes t) 
(E,8—1,2,---,m), 

(4) 3RHNOEEELEÉL Hepo H= X pede D. 如 
RETRE ER JESA H-—T-V, BEREE Ek P pk. 
qay Pss 53 

(b) 把 豆 代 入 正则 方程 ， 求 出 2n +— Bv or 2j ERST 
之 ， 解 出 

和 一 
p = P(t C .C 7 ,U.R) 
(s=1,2,-:: ,%) 

(6) Eri eJ En ph Ps X, 

例题 H i—i (Kepler — Newton) 空间 问题 。 

p mE mima, SEE mM gyro S EAD us 8 
haz, RE ELA SEEM AFE A 91 2). 55. 

AAA MAE POJEM F mali, CALE 
XE TEPHR ER. HE INEA a h me 28 A ah E EA Y AE DE 
TEi df] 2x Py E 

M myos 是 质点 在 以 引力 中 心 台 为 原点 的 固定 直角 坐标 
s R E ky. IR A ITT AE U DK pa r. p, b ER y — 
E S| GRE A v A JA RGB ie kp — 
的 经 度 《 E 7-1 5, 

点 时 动能 和 在 款 举 标 中 为 

一 于 mm(72 qp + pt | eosto) (7-9) 

TUE rus A BESEX AV. REPIS AJER 48 ELO UU] 

+ 264 3 


I i y e 8 5] H 3 9, r 为 点 的 天 径 包 的 单位 和 汞 量 。 我 人 
Bai My. DEX F AJA., AAS AOH E 
Hait EP TE, E 


其 由 P 2271468 ro DAER, Bist, JAR U 的 微分 
2g 


A U=“@” +C 
设 当 ”一 co B, UO, RAI C= FENA f JE X 
UT, 势能 为 


V = — U = E 
g 
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RRHH XDE, 1 r= qh Í E= g... = 于 是 


Pı = Er - == mf 


Pi =p Ww 
Pa = 2. = mr*i cos *g 
解 出 广义 速度 
1#: 2 45 nl Pa 
T= — — Ps _ - 
m mri? mwr*costg (7-10) 


X& 3&— ^" AL AE T AS T WS BM BRL TREE Jà GE HR 


2, I 1 2 
dios pan (pi +- Jp d X Su — HF (7-11) 
6H cH 
T — - — ==. . —- 
Ən, ° P Op, ° eps 
j= H p 2H, 3H (7-12) 
=— =. — — 


下 
EARO HS f JP FRAU a ROSAS Ja, dB 


。 1 . 1 nt 
F PP s PX spi | pn coa ip. LOT 


1 gin @ * 
P= uot: p= m 605 5 Ps 
. 1 


(7-13) 


哈密 顿 方程 (7-13) 可 以 利用 下 面 第 三 节 中 讲 到 的 哈密 顿 
-一 一 牙科 比方 法 来 解 。 
第 二 节 消 松 定理 双 其 在 积分 险 密 上 顿 灾 
量 下 的 动力 学 方程 的 应 用 


1. 对 第 一 积分 的 汽 松 条 竹 
假设 喻 窗 顿 正则 方程 


gE, Bem E (lis 
(7-14) 
£ JE 3 
f(as.ps,$)-- C (T-15) 


WJ 35— 34H y. 我 们 来 求 f Cds ,ms, i) E12 WS GEB PB. 为 此 ， 
我 们 求人 7-15]) 灶 时 间 皇 的 全 导数， 即 


af o 9. a OF , NƏ 
+ A ds aL b.) 9 
或 挖 (7~14) 有 

of, & (2L 9H _ Of 2H No (7-18) 


——  — 


817 Zh VO Op, Ən, Og. 

关系 (7-16) 称 六 对 第 一 积分 的 注 松 (Doisson) 26423: sj 
法 ， 它 是 必要 充分 条 件 。 

2. EUDIES ERER 

Sft HB T EYAIBNE p K d BU TERA 


4 ep Ób _ öp ab 
= 2 300 — - 一 
í m j j= vd Bg, öp, 7B». y, (7-17) 


Wy 29 BD T8 3. 


—— 


WEE. WERI A EECT-19) 
L (f, H)=0 (7-18) 


泊 松 括号 育 如 下 性 质 : 

(1) (9,9)—0; 

D (46,9) —(o, 5); 

(35 (9,—y)——Co 025, C7 o,0)— — Co, 
(4) Cpt p = p+ (ms 

(5) HOCH MANCA 


© Ze, p (EE, ple, 22. 

EAT P, y ) 的 定义 前 接 推 证 。 

3. BEARES 

如 果 泊 松 括号 中 的 一 项 本 身 是 两 个 函数 的 泊 松 揪 号 ， 则 
称 为 复合 泊 松 括号 ， 记 作 


TDP | L- SO DI. 0] 


Ons DBDs  Əgs 
(7-19) 
4. XT BR PS AH ESSET S 
Tut EE C gp) E fi($.a, p) P 38 gr) TR A 8 77 1 
等 于 零 ， 即 
(六 JI )==Ü (7-20) 
Wil Ex f... AJAB E A] HE RJ o 
ra e EAE iaS 
Ena TETEE =Z 43 / , P, p HIRR PR 
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数 的 方法 所 得 到 ， 它 们 的 和 杠 等 于 零 : 

CFP PHE OF ,FP = (7-21) 
i 8 yÇ 3k EPT EE (Jacobi) fH 9$ sÇ, 

TARHAAN A EE En eE R SE w r — 4 8 
PH HE 9 S g BUE Wa aE BS RE, p, 8984 E E ECT 2154 
SK H J PST EI E EE P SR 26 , DOE PUP IEMI SE d. qu. qu. i. Pa 的 
TUE e ya (7-21y3 8E, 

我 们 对 一 个 自由 度 的 司 形 丛 验 (7-21}。 因 


(fCP p= -$. Opa) öf o(gp,d) 


LM E H 


| p — öp- ëq 
mo ew) _ êg P arp 


一 一 — `. 


Op gp Óp E Op 
Op Ob _ ép Gu 


| Op ôg dp 8póg 
Op) | o eb | op op 
Q — EF, Əp ðq Opóq 


SP Bb p Oy 


— — —— 


Əpoq êq Əp ög 


因此 


_Əfr 222 Ob , 9g Ob 
(fap t= EAT ap + dq Op 


Ep 2p 0 Op | fep oy 


— _  — 


Op* Oq ƏpƏq Əp Jj Bp-óg' êp 


42 öp Op Og öp _ Op Ob 
q ópƏq Ərog ðq dg ôg 


A eL LY SES 


dp To Of ah OM a 
ceo aco 
ef op [9 ot, op of 
» épóq dp óq* Op Óq Opóq 
ow "- ^ 
OpóqOq | Op ög 
2 2f Op Of 22 f 2p 
2qƏp Op “ag 2p 2p 2q 
" of | Ob [2f asr | Of 9» 
 Opóq9pl 2p Uq: dp 3 有 8 
SU op Of Pp 
Br09 Oq öp ög 
不 对 验证 ， 当 三 个 复合 插 号 相 加 时 ， 所 有 项 互相 抵消 。 
于 是 ， 对 一 个 自由 度 情 形 的 雅 科比 等 式 得 证 。 
只 工 硬 计算 中 看 出 ， 对 一 般 情 形 ， 复 全 所 号 中 的 每 一 项 
都 包含 一 个 函数 的 二 阶 偏 导 数 。 人 但是， 在 研究 每 两 个 复合 沿 
秘 括 号 时 ， 它 们 能 包含 冯 一 个 函数 的 二 阶 偏 导数 ，: 必 籽 ， 前 
两 个 复合 括号 中 间 时 包 证 有 中 的 二 阶 偏 导数 ， 而 其 杀 数 相 
同 、 和 祥 写 相反 ， 因 市 相 加 时 抵消 。 羔 位 地 ， 在 第 生 、 第 三 个 
复合 括号 由 同时 包括 了 的 二 阶 候 导数 ， 且 其 系数 相同 符号 相 
反 ， 因 面相 吉本 拔 消 。 第 三 、 第 一 个 复 台 括号 中 男 的 二 阶 偏 
导数 有 天 小 相 辣 但 符 后 相反 的 系数 ， 相 加 间 猴 消 。 寸 是 二 个 
$i dá THEMA SEITE IE. ix GEBB pDOEGEDID n XN 


xe. 


(#,(f,g))= 


6. 2+IEH]J TE BO EE 
ETE. ane CUM n ds A ID] A PRESS VICTORY E. A E IJ DS 
REB 
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filt, DSC falig SC 
PARERI ib s EH B ERMI RERO UA. 
这 个 定理 是 分 和 析 力 学 中 让 重要 地 位 的 一 个 定理 ， 称 为 泊 
MER, 
HRAT E EE, RAR H A a; T Pr a 31 r eni EX 
ep, BI 
Shi (f, H)-0, She (f, H= (7-22) 


RAIA T ELTE. JT, fs BJ 334 48 8 s< 
(H Ga. F0) 9 Gi Gs HD) Ca E, f) 
(7-28) 
iE h CT-22)48 
(fa H= - hs. (7-24) 
(Hf) - Sh (7-25) 


TRR(7-Z4). (7-20 HR A (7-23), 4 
_ f, Əf, Y= 
GIGS (f 7) (f, SL) 
(1-26) 
将 上 式 中 第 一 、 第 三 个 括号 交换 项 并 改变 括号 前 的 符号 ， 然 
后 各 括号 乘 以 (一 1), 便 得 


(Sb. f) (5. FASHA 


此 式 前 两 个 括号 为 入 (f+，f。)， 因 此 可 生成 


(ff) Ufo f H)=0 
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ARES fa. fa DEAE ARE UI Cfa, NP LC, 
Cf f. )=fs l Esg, DY 
AIE EWEBE BJ 18 322: PP 
Sr, |, H )=Ü0 C7-27) 


这 表明 F| = C. 世 是 正则 方程 的 第 一 积分 。 定 理 得 证 。 

看 洲 ， 浊 检定 理 是 积分 哈密 天 和 正则 方程 的 至 要 手段 。 因 
为 知道 两 个 积分 恒 可 由 此 得 到 第 三 个 积分 ， 表 继 污 配合 而 得 
涛 第 四 个 、 第 五 个 积分 ， 等 等 。 但 是 ， 可 和 民 它 直到 现在 述 不 
EE SZ H] T 67; X P EE p 22 [8] X — S — FI] SE Sa BJ Bi 4k 325 
动 问题 ， 天 体力 学 中 的 三 柱 问 题 ， 及 其 它 问 题 。 丰 这些 问题 
中 ， 开刀 在 力学 中 的 大 多 数 马 外 的 经 眶 应 题 中 一 样 。 所 有 已 
知事 ! 分 都 是 相互 肉 旋光， 而 不 能 利用 来 获得 新 的 积分 。 

我 们 以 开 上 下 勒 一 一 和 牛顿 空间 问题 鸭 已 知 积 分 来 检验 人 秆 松 
定理 。 关 为 在 此 情形 中 力 迁 过 固定 点 如， 页 甘于 点 刀 的 动量 
IFE, HUENITE—I- 

mi —2g)= O, 
m (zr — sr )== Q, 
(xy —aid )= C, 
MPEG Sy 3 3 p wa IE T 
qi Ss fa SY: fs = 2 
AEEA T =y it tP t, ik 


oT ， 
hago 
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Pı 一 357 =m} 
如 


A IH: 
fi OC, = myk — 239 ) = gPa — Pafs 
fa =0, =m zE — EZ) = g,p, — Pagi 
f,=C, = mr yÉ) = uP Pgs 
我 们 对 前 两 个 第 一 -积分 应 用 泊 松 定理 ; 
_ w /(2/, 9fs fi 2f. 
GodA 人 


NUN MENS 
egi e OD dg Óq, Op, 


一 -5 e Y Coh fa 9f fa) 
Öp, Öga ^ N Óq. Op, Op. dg 


= gi Pa — up 
BE (f,,f,)=f, HI ff 二 0 也 是 第 一 积分 。 
我 们 现在 研究 共有 广义 能 量 积分 的 力学 系统 ， 即 研究 哈 
d U p E EZ < WJ S (CLR R: IBI] TS MZ: 


aH 
— n — -2 
2; 70 (7-28) 


WELUAMEB gly Cg p —C, BB ST fX ECT. Bf IB) t a 
它 满足 泊 松 条 伯 | 
ar (fH) (7-29) 

将 此 等 式 对 时 间 求 导数 ， 我 们 得 到 
.291. 


ef Au - 
Set Us o) + (3> B)=0 (17390) 
据 (7~28)， 知 (7-30) 中 第 二 项 为 等 ， 而 因此 

eu 

Z(E, mH)-e (7-31) 


(7-31) 表 明 ， 函 数 东 一 0 满足 对 第 一 积分 的 泊 松 条 件 ， 


闻 它 也 是 运动 方程 的 第 一 积分 。 进 而 ， 得 到 下 述 第 一 积分 


e e? 
BC Tec 


第 三 节 ”积分 哈密 顿 动力 学 方程 的 雅 科 比 
方法 【哈密 顿 一 一 雅 科 比 定理 ) 


这 个 方 读 考 虑 : 为 了 找到 哈密 顿 正 则 方程 的 全 部 第 一 积 
分 ， 只 要 积 分 确定 结构 的 一 阶 偏 微分 方程 就 足够 了 ， 评 即 找 
出 这 个 方程 的 全 积分 。 此 时 哈密 园 方 程 的 爹 部 积分 可 对 其 朋 
达 式 中 的 独立 变量 g: 及 币 数 求 导数 的 方法 而 得 到 。 

1. 预备 知识 

我 们 研究 依 蓝 于 力学 系统 广 鞍 上 从业 Gar g dn 上 及 上 时 
E i 的 某 个 函数 阁 ， 在 它 的 表达 式 中 包 洛 m 二 1 个 在 章 常 数 
Gi s Gy y nan TERI $X HFA BEES A EIC IS E 
B: 

S= Gi qa tts dai 50,05 t Tu nuu) (7-382) 

RS 2H ERE C XI3E EE 41,41. 77. Qa 2⁄2 1 B EX, id, 
作 


. 202 « 


a = od dnt} nr) 


da i dn EG nr) 

as 1-33 

3. Py Insi ist Ou) ( ) 
di 

es 

dg, ahead dim una) 


(7-33) 5 (7-32 E £8, ERE D np 2 ASS NB EXISTA 
St. HX A ERUIT 3 bÉ nol EE SE hi SX Gi Ga y Onas 


结 录 有 两 种 可 能 性 ， 或 者 出 现 8， DES, DI, qas ZF) 


一 个 关系 

f (ioga Ss Bs Be ss Be J (7-34) 
或 者 出 现 儿 个 关系 。 在 第 一 种 情形 中 消去 任意 芝 数 的 结果 ， 
关系 (7-33) 称 为 相对 于 于 数 方 的 一 阶 仿 微分 方程 。 9 为 
És gontsan Ie s THE SEA C Z-32 ) XS BUER EX S $829 
一 阶 偏 微 分 方程 (7-34) 的 全 积分 。 

在 第 二 种 情形 ， 由 寺 消 去 全 部 任意 常数 而 出 现 了 半 数 六 
及 其 偏 导数 之 间 的 几 个 美 系 ， 可 以 认为 ， 二 存在 这 样 一 个 微 
分 方程 使 已 绽 函 数 癌 成 为 全 积分 。 

作 六 例子， 我 们 研究 下 面 的 偏 谋 分 方程 


Gu) Ta) m)? E 


TEES] UB 57 A 
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S =c gq, + 6,9, voi + G3 * q.-- G, (7-36) 
A RAE E. SEDE B 


aS aS aS -— 
Bg t qr eo a t 


将 [7-37) 代 入 (7-35)， 我 们 得 到 恒等式 。 
由 此 不 难 想 架 ， — i B a Pia 2 y A 45 
Qs eo = EN 
Aq” ðq,’ > gn 


ACH SERET E NEDENES AANA 
a 
DS= H aga F t An-n- t C qu F Gn za 


BOB 
ft GÍ 777022, ,0)—0 


来 确定 。 
于 做 一 例 。 
偏 人 微分 方程 
o5 E EN 
QU ^ 


十 (8. EA EM Gqn ) EL (7-38) 


称 为 克 药 洛 {Glairsut) 方 程 ， 它 的 全 积分 有 形式 
S =G, - 8, da + d Gaga T f 0,48) — (7759) 
xx E f unfECT-38) mmm Ex. 
比较 两 个 例子 中 的 全 积分 可 以 恬 现 ， 在 弟 一 — 
ATEH ARiicGXUC-36)4Bg—7rfziEEg EL BEI 
Bh, HAE gs PJ b S b SEP ADLER. TES C. PS JE rH m 5 
(7-9931 E B [Fb dH DD TY XR. hk — A n ke ib 2 = ge Bi 
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HAT. RERA ER- AAF mA a RARR 
3k. MEE b rn A bas S. ix M — Ar EE E 
PH ZH: —- Et fia fk 4T SRA EA 
(7-40) 
下 方程 不 明显 依赖 于 函数 上 总， 那么 它 的 全 积分 中 的 一 个 带 数 
是 机 加 的 ， 即 
S —8(5.q, ,,0n50,, n) F Onai (7-41) 
我 们 现在 详细 地 研究 在 这 种 情形 中 一 上 缠 偏 微分 方程 (7- 
和 0) 了 到 怎 洋 的 形式 。 显 然 ， 从 《7-33) 不 可 能 找到 所 页 常数 
(H Gs "t Anas TH RTEL HCT-33) BJ m "7 5 PR HB E] m AA 
XX isiatt €, 田 (7-33) 的 第 一 WI IS a AGREE 
3X. RIDES I — Br de L4 2 EE 
2 十 P (qu gt ou 2S tt vro A-)- = 
aC aR3EIO RUR S Rx y Ema. XX HESSE; 
FEE A r2 JJ 2E UI 3E EE fr fü. 
“哈密 顿 一 一 雅 科比 定理 
wR H gp) 为 力学 系统 的 上 蛤 窗 顿 函数 。 我 们 现在 
WI ZL EB 352 Ee te das EE BE RD. fna iut 2 23 TE 


Cu 
A H(t 1 y `". On: Aen un "Ax)- =Ü (7-43) 


(7-42) 


Up de mos S PE) Ec vp Pra OA Sn EE ps HA S xF gs 的 de Si EI 
TETUU UI TECT-43), Jj PET 43) PIC T RED - HE ETC 
ft. 

eID» 


险 审 畏 一 一 雅 科 比 定理 表述 如 下 : 
Ant EL AER (7-43) 的 全 积分 为 确定 函数 SCa a m 


Lid EM A M -一 


形式 ， 那 么 正则 方程 


] eH : _ IH — maa = 
J= õp, ° sg (s—1,2,---,n) (7-44) 
的 全 部 2 个 第 一 条 分 有 下 询 形 式 
i5. =; {8—=1,2,.…,.%) C7—45) 
aS nl. _ 
dq P (s—1,2,--,n) (7-46) 


其 中 Bs 为 新 的 任意 种 数 。 

证 了 明 : 首先 ， 我 们 证 明 关 夭 (7-45) 是 第 一 和 分 ， 即 证 明 
它 对 时 间 # 的 全 导数 由 于 (7-44) 而 恒 等 于 零 。 现 在 将 (7-45) 
车 时 间 求 全 导数 ， 广 蕊 到 qz 依 更 于 1， 得 


eus OE _ 
Jadi 1 A rm (74D 


其 中 .Gx 用 (7 - 4458845 pe RAO- INS BRIDE 


2229. 
eS $6 95. ans dr ép) _ =0 (7-48) 
ea, k= 5 (3 

gy 


必须 证 明 (7-48) 是 人 恒等式。 为 时 ， 在 方程 (7-43) 中 用 找到 的 
全 积分 点 替代 上 访 。 根 据 全 积分 的 意义 ， 代 入 结果 出 钢 恒 等 式 


28 
PIN 


[X Jy f& $$ A MFE H BJ EI A 2E 8 y Sp 05 75 4B S 
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+H: ,4 Ar E 0 (7-49) 


将 (7-49) 对 as 求 尽数 ， 注 意 到 as B H => É, 25 及 25. 


(5—1,2,:,2) 2:0, 有 
26 n 0H ELE) 
9 >: aalto A). 229 0 (7-50) 


Za, 5 ( — 7 88 j Iða, 
2gx 


S 3R(T-48) 8 (7-850)JEEU Er, EICH T (7-48)29 fe 88 Ro 
其 次 ， 我 们 和 蓉 似 地 可 证 明 (7-46) 也 是 第 一 积分 。 为 此 ， 

将 (7-46) 对 二 求全 导数 ， 并 注意 到 诗 及 gs HAT (7-46) Ryo 

左边 ， 我 们 有 | 


g ^ GS. 
= Len r . — k -a T—-5i 
Ps Egadi u iTi q.0qu^* ( ) 
HH Q. n] 2825 
- aS 
! ER 2r) -) 
dk 2 ( eS po 
$e) 


IH; Sg 3C (7-51) BOE 


opa PE S S8 Pee), 
q,01 ei &=1 AJOT y e( 


. (1-82) 
为 证 明 (7-52) 为 恒等式 ,我 们 求 恒等式 (7-49) 对 gs 19 6 E, 
得 出 下 面 的 全 等 式 
e 297 » 


| eS 
ag _ a, B6) . 2H 8H ao 
) Oqx8gs qe 


(1-53) 
g2H ... 5, BE(7-52)55(7-53)8 C, BB 


(7-52)-8 dg HH SEGA. T JEOERE SE UE, 

”利用 哈密 顿 一 一 雅 科 比 定理 解 力 学 系统 问题 时 ， 解 题 步 
台 如 下 :根据 哈密 车 函数 写 出 哈密 顿 一 一 雅 科 比方 程 (7-43); 
求 此 储 徽 分 方程 的 全 积分 S; 作出 (7-45)、《(7-46}, 这 是 
2% 个 代数 方程 ， 解 此 方程 得 

q57 qs (5,04, Gn E. Bn) 
s = Pal 6,041, Qa ps Bn) 
(2—1,2,---,"5) 

例题 

Bi. FH Bá E A —— — TRCEL EE XE UB 4 h b — À ^E [R8] [89 
ES. | 
解 ， 如 在 第 一 节 中 指出 的 ， 令 gr =p, qw, 
A ERR SUELEXPICO-II) Bp 


于 是 哈密 顿 一 一 雅 科比 方程 (7~43) 取 形式 
z wy x 2 z 
iuo ar) re) "ers Car) | 


— m _ _ 
一 (7-55) 
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Jj CT-98) E b KMF RE o TO RC AHL 35 
程 的 全 积分 可 写成 
N = —hš+ Wí(q, ,--,Q4,0,,77 nh) (7-56) 
HAAS, WORIRMW EDIS # 。 此 时 _ 


aS 0. 08 W 
ĝi ' Og; gs 


Tf] 8 ECCT 95 ) BOE sÑ 
` z: z ; z 
amlar) ebay) tree os) | 


DEM (7-57) 


我 们 用 分 离 变量 法 来 求 这 方程 的 全 各 分， 芭 求 形 如 
W=HR+ + (2 (7-58) 
HFR p BARA Tr ARATO b ZJ @ DU EE Te Z d 
Kre J TORRE A GquOT-SBMN A(7-S7 iB, 43 


1 , 1 1 OZ Am 
pr r$ r` eos ig Qn j= p th 
我 们 将 此 方程 由 仅 依 赖 王 7 的 项 分 开 ， 即 写成 


tam Eth) rR (7-59) 
等 式 (7-59) 的 左边 不 依赖 于 * ， 而 右边 仅 依 帧 于 。 为 使 
(7-59) 满足 ， 它 的 两 边 应 等 于 同一 常年， 将 此 值 记 作 n. 
因此 有 


R^ y (09. — (7-80) 


Q'*—(A* —d'*)cos*q (7-81) 
Bir -60)fr uS S F 2 
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NS pm +h) -adr -F O, (7-62) 


i XDXEGEQOSD)HEquBuTDiO. SERS RT 
ré eB a Si kaa TA- S IB Bj, t mE. HE 
iifüidfE 4°, PH 


l° 
Qno, oT E (1-83) 
时 此 积分 得 
Q= hh + O,, $= [e - sso de O, (7-64) 


(7-625 :3(7-64)138 09 HAI EHE Caas Cas nTVL E f, 
Dip RCU-57)rB BEC (CUL St SO IK HIP, TEAR 为 


_ Í J, Cum y E TEN NE 
Ww [fom ( Eh) Fide afk xxi de b 
(7-62) 
将 (7-65) 代 入 (7-56)， 我 们 求 得 全 积分 
_ ond RP 
= ns+ [V2m( : +A) "dr 
_ 
= 
+[|/- aiet (7-68) 
E Z 25 1131 e ps 88 第 一 系列 积 


Aro AS X R, ,4 S SERT 5 — mm xd Ézs Š ; Vo 


as oS _ S 
h e capo aT UY 


| 一 # 十 加 (7-67) 


(7-68) 
id 
B e n 
cas P afk cos 


H1(7-87), (7-08) Æ (7-695418 Bb bs m , p , b HE TR] # 
的 十 数 ， 于 是 得 玫 质 点 的 运动 。 
BOR Hu 雅 料 出 定理 写 出 第 二 系列 积分 
os aS .,.98 
P: =- P: 778p Ds ^96. 


Ez Fix AP RET PC PLI ET EXC BEI SE RAI 35 rn T, 96 , 


第 四 节 Ed 


1. 变量 的 正则 变换 
我 们 研究 由 变量 qx. px 向 新 变量 Qo Ps 的 变换 
Q =Q. (0, Prt) 
P = Ps pa, t) 
Jp BLESS +T Zi] zÑ 


(8,5 1,2 ,.-. n) ! (7-70) 


Elaa P.) 
A= rt s), 
€( da pa) 


, 20] s 


异 于 零 。 于 是 ， 变 换 {7-70) 是 可 逆 的 ， 提 变量 gs, ps 可 利用 
新 变量 Qu, Pr XH 
ds— gs Rk Py $) 
De77 P: Qy Pr, š) 
#E23FJ0(7-70) F, TG E BAR rE HU A FE 
oH : oH 


(s,E—1,2,-- n) 人 (7-71) 


d.— 


Əps. * Ds 二 一 Ep (s—1,2,--*,n) (7-72) 
TESI ZEE. H—A8BámkE, 这 组 新 方程 没有 正则 
方程 的 形式 。 


为 积分 力学 方程 ， 有 特别 重要 党 义 的 是 这 样 一 类 变换 : 
在 此 类 变 换 下 ， 险 密 顿 正则 方程 的 形式 保持 不 变 。 这 时 ， 在 
dEHR(T-70) p, ZERUT-72) 3€ 38 73 1E 1] 2j R2 28 

Q= oH" P= (C =1,2,... n) 
(7-13) 

其 中 H*—H*(Q,,Ps.,2) S3 "25 oi ES SCRI EJH a 

如 果 通 过 变量 变换 ， 正 则 方程 的 形式 不 变 ， 那 么 这 种 变 
摘 就 叫 正 则 变换 。 通 过 正则 变换 ， 可 使 方程 47-73) 比方 程 
《7-72) 更 容易 积分 。 

2. ENES., HAK 

REME TERRI FORRACT- _70) 是 正则 的 。 所 
AEN A pf RT f — $9 T d PpEQE. Ants fes 


> ps dqs — $ P dQ. + CH*— Hodi-dU (7-74) 


HE. M ETT E E Rum), AC-T aU. 为 一 
J] ` Ha or » £ uj 为 Qs Psy ss Ps zH š 的 DE H* 73 Xr 3 ub 
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Qa P, Aou LS E. 
现在 由 (7?7-?4) 导 出 正则 方程 (7-?3)。 设 qu, Ds 有 任意 变 
E Ogq.,Op.(8—1,2,--- n), Mi ga (7-7 4) 45 lH 


È pdg- $ PQ,-5U (2-75) 
这 是 国 为 84 一 0。(7-74) 还 可 写成 
È på- È PQQSGr-H-0. (7-76) 
将 (?~73) 对 t 求 导数 ， 得 
$! Bedgst > p.38q, — > P,6Q, 


8-1 
205 das d » 
-= 2 Pegg ô= TU (7-77) 
ACT -T860 EA sy £8 
= fsÓqs + 之 ds ps 一 = P,8Q, 
一 > QAP, SH*— 8H=B8r (7-18) 
*zxl 
因为 运算 8 与 所 是 可 以 交换 的 参看 第 八 章 第 一 节 )， 我 们 
有 

d . d u d _ 

j; 9457 fe 1,559; q;9U 一 Š U 
(7-78) 
XR(T-7?75'3(7-78)434 8k, 2ERJIBCO/-790, TED 

> (q.p; — Paga) 之 (Q 8 P ,— 5,00.) 

+ OH * — 5 H =ñ (7-80) 

«3023 > 


HERI; $8(07-72), ám 
> (.,Šps — DsŠqs) 一 人 五 


WIIYZZ:I OH s. Y 
—8H —3H-0 (7-81) 
将 (7-81) 代 入 (7-80)， 我 们 有 
È Q,9P,— $ Pòg =H" (7-82) 
注意 到 
" oH* | 1 0H* 
于 是 
opm" » _êH* _ 
4 一 5 P,= 50: (7-83) 


这 丈 证 明 ， 当 条 件 ( 74 满足 对， 变换 (47-70) 是 正则 的 。 

73 REE Wi] 3E d [n] RR PS ALTE — RE JE Ç POS BE š U dn H* 解 
方程 (7?-74)， 因 而 ， 问 题 是 不 确定 的 。 我 们 可 认为 其 中 一 个 
ER AE E SK, HRU HR 2 K FEB ps IESU y 8. jx BE 
3 Ü RJ BR PG 32, EST fei BB t; Bfik RR Sd. 


3. HEH 3303543360 
dn U 作为 G3. Pa, Qs. P, # 的 函数 ， iN 


U n B U QU 
= 1 一 一 一 
d 2 ( Dry。 Cla + Ops ds 
eU QU QU 
tag, t çp dl: ) to 


于 是 ， (7740525 pk 
S04. 


> j| — tn - ( Pst EQ。 | do, 2,4 -dos 
-fp dP, t+ +(H* -H-fT aro (7-84) 


下 面 研究 四 种 基本 类 型 的 正则 变换 。 
第 一 类 母 函 数 记 作 U, CEN 
U,=U (gs, Qs, 1) (7-85) 
将 (7-85) 代 入 (7-84)， 得 到 


> ins — Sz jan. ~ ( 9,4 25 aQ, so: dq, | 
tL a*- (na 92) aio (7-86) 


由 dq. ,dQ; , 的 系数 为 零 ， 我 们 有 


p= Go P I (7-87) 
岂 导 的 系数 汶 替 ， 我们 求 得 新 的 哈密 者 汝 数 
H*- H+ (7-88) 


Hi1k30Bg(7-87)38 H3 38 38(7 -T0),. EH (T 787) 58 — PRG 49 
Ps ps(gqk Qu, 1) (7-89) 
H (7-87) 55 — 8 
P = Ps(qx Qi) 


W yt gs= gs (Q x Pk, š 2 (7-90) 
将 (7-90) 代 入 (47-89)， 得 珂 
p|. =p (Q rx Pr) (7-91) 


可 由 (7- 和 7 和 (7-91) 解 得 
| 。305 。 


Q = Q: gk Tx. E) l (7-92) 
Ps Pss, Prst) 
TR. EAUREBRER(T-85), mWIGKRRIENUGES2(7-92)01 E 
Br HI Ue EL EEECCT- 88), 
第 一 类 到 母国 数 U , 有 形式 


U,—.F.(g;,P,,$)— > Q.P, (7-93) 
于 是 
QU, _ 21, 2U, o 2U, P 
Jgs dys Ops eg > (7-94) 
ot, QF, 


X fo Go age ( Q.— 550 )aP, | 


_ 2 of, (7-95) 
Mm. CIPE 


一- 一 -一 TT Lm amu an 


BohabAAd 


fe = PsC qx , P k $) (7-96) 

Q. = s qe, Pr t) (7-97) 
由 《7-97) 解 得 | 

ds q | CQ Ex, t) (1-98) 
将 其 代入 (7-96)， 得 

pe Pel Wx, PROS) (7-99) 
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因此 存在 变换 (7-98)、(7-99) ,而 (7-95) 中 第 三 式 给 出 新 的 
哈密 顿 遂 数 。 
第 三 类 取 
Us =F (Ps Qst) + Š) pegs (rm) 
用 类 似 的 方法 ， 得 到 
"M Qi, 2 


P.— $59." da 一 一 Gps” H*= H + 
| (91) 
2B pu 8 Hy 
U = F (De f sf )+ > Pfs 一 È Pog (7-102) 
HRHD iE. TAI 
DA oF, F, 
e Qp Tape’ S HT a 
(7-103) 


RESEP, WME EIRE U Ll K BED 4X Fa, Fas 
FPF IR2SH SM Iii £. PARRA H*=H , Ww T-T) 
B] 13 Hy, 


> pde. » > PaQ,=dU (7-104) 
A. 例题 
BJ. = Kia a, ATH 
Q =g" cos Ep), P--g*sn(Bp) {7-105} 


EE IJ. 
R LEKE i RIE 
+ 907 5 


pdg — PdQ — pdq — g" sin ( 8p)[ a g% "1 cos ( Bp)dq 
— g^ 8 sin ( pdp] 


=| »- 5297 sin 2p) ae 
+ Bg°* sin*( Bp)dp 
如 果 满 足 条 件 
s| s= ger inp |=2-| 8g sinC Bp) | 


则 pig — PdQ 成 为 某 函 数 的 全 微分 。 上 述 条 件 归 为 


agi 一] 
由 于 4 的 任意 性 ， 得 到 22 —1—=0, c8=1, Bi 
aa 一 二， B=2 (7-106) 


所 研究 的 正则 变 模 为 
Q = g cos2p, P =. g sin2p (7-107) 
1 fh pue de BB 3 ( Polnearó E BET Kk) B. 
$12. 证 明 变 换 
wf lg _ _ 
Q —Im[ —sinp), P =qgoetg p (7-108) 
是 正则 的 ， 并 求 出 与 该 变换 相关 的 四 种 类 型 的 母 函 数 。 


解 ， 因 为 
Q= —Inq + Insin p 


那么 dQ = -+ eig pap 
ff pdg— PdQ = (m+ cte pdg — qctg^pdp 
所 得 表达 式 是 一 恰当 微分 ， 因 为 

a 308 > 


9 —1 — — * 
aP (P etgp)=1 wor; ep 


a CC qetgp)= — etg*p 
因此 证 明 变 换 是 正则 的 。 和 母 图 数 为 
U = qp+ gctgp (7-109) 
现在 变换 (7-109)。 在 第 一 类 变换 于 ， 母 图 数 应 选 为 9， 
全 的 函数 。 由 《7~108 ) 得 
p= cog 1,71 — gee 
于 是 (7-109) 写 成 
U,-—gcos-/1—q'et8 ve 14 —g* — (7-110) 
作为 验证 ， 由 (47 -37) 得 


eU, -1 a ——— — mom 
一 = 60g 71 /1 — gt 29 
P Əq g 


oU, 
IQ 


HECAT, GRAA g, PAAZ H(T7-108) 


=. Ag 


得 
p=, Q= n P+ P: 
让 U, SS (7-109)—#ËE, pH(C7-793)88 
P .=U,+ QP =gp+ qolgn+ QP 
=gtg fj P (1— In gt) (7-111) 
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一 
对 第 三 类 莹 括 , 和 母国 数 应 选 为 , Q BIE, HH (7-108 549 
q—e sin p 


Ei C7 -100 9X1 
PF.—U,—qp-—qprgeigp-gp—e79eosp — (7-112) 
FBOL-C101)0€ $9 Em, SHBA 


= 一 上 sin 


A s PM T, HARRA p, P BO 8 3 H (7-108)30 
q = P tgp, Q =m" 


H (7-102) 
F,—U,—gg PQ= P+ Pin st (7-113) 


用 (-103) 来 窒 验 ， 表 有 明 


EhB T. HARTE i, Aie 
例 3. — FHiENI SE SR EE SR RE — ^E Gil dh 8. 
KE. PMR- F THI TE EG A IS— Di sa nm m ure geben v 
V = nola? p og BB F 46 E X OY 上 的 运动 。 此 
^ 310 +» 


H=T+ V=; (p tpt motat wy ) 


如 规定 母 函 数 为 


1 
U, 一: 2 m4 as etg Q + out ote Q1) 


刁 属 于 形式 47-85)。 由 《7-87) 得 


QU 
Dz = "Ag ote 


eU 
py ay = may eg (Q, 
GU l 
! Qt, 1 Q, 
P , = QU, el moeg 


OQ, 2 


将 所 得 Pes py IÇ A (7-88), GE Pq Y BU MA BA pl yE B 


(7-114) 


H*—H =; (mois etg Q, + m? co iy*cig *Q,) 


十 mo c$y*) 


T 
—4on(otirtesct*Q,-ruig*esctQ.) 


2 
— o, P +o, P, 

&x Hia E] AE IH SE uii P d T RJ m SJ PE 
P = s ， P., = EE 
OE uu LOH* 00 

aP 1, 2 gp 2 
piri 


(7-113) 


(7-118) 


e 311] s 


P =O, PQ,eC., Q =od es Q.= ot + 8, 
其 由 Cu, Ch, B19 84 为 积分 常数 ,由 初始 条 件 确 定 。 而 谐振 
TE KOY Fh LESI AE ESARET, Æ 


r= 2U, sin ( o, $ + 84) 


FÉ CO. 


20, . 
y =f. "- Stn (0,2 + 84) 


I 228, TENT Dp Re 92 Pn. 2 Fe SS fil SE 45926, 


pt 93 题 


7-1 有 求 半 不 稳定 系统 5 TT.-T.RT. ÉE L+ DS 
时 间 £ EUR DEED. 


e 
PMI 
m 
Emi 1-2 PH EB T-% 图 
7-2 一 质点 在 际 毕 标 系 中 运动 GUMBV T D, b 


YER RIMER P, B 中 的 哈密 顿 A S 
( BE 7-2 e 
7-3 -RRJ m 5 AE, POR L, eco 2 PE tj 


. Tl. 


EE 2k B 3 8 C RB 7-3 FH o. gm Hmm ERI ER. 
7—4 力学 系统 的 哈密 顿 通 数 分 别 具 有 及 列 形 式 ; 
(GD H—J(mt+ Gb) esa C e 29338) 
(2) H = p.p. + qid; 
TA 43 XI SR AR 7] T 38 Ern cR 3 HI BS XC 
€. (D L= dit 5 dtsin'q, t acosq, 
(2) L =qg.d,— gq: 
7—5 力学 系统 的 拉 格 明月 函数 分 别 上 共有 下 列 形式 ， 
5 . l . 。 ， 
(D L=, g+ -y q: + dd ( g — 
+ S808 g, -F COS q, 
(2) L—uqi+ (etj à*eosg,)di — Cam,b,c 为 常数 ) 
iX 27 XI ZJ S # PG BU Ba gz Pi pl 32, HEE EE, 


Bm2 — 2 cos(q,— g.) 
Q0) g=PptT5D C 2p p e0S(gi g.) 
£: (1) 2(9— cog?(q.— qd, )) 


— $Cco8q, — Cos q, 


(2) =t- egg 

7-6 质量 为 % 的 小 重 环 沿 
D x2] M2E fS 7g AREE dz LEE 
[B Y mu. EUA 2 FLPE xm d p LU 
( 8j 7-0 E] >, RHS $E gn 56 CURE 
Es T-8 图 正 虽 方程 。 


人 te o fs. xo P 
E: H = CH Taran sy sn 1 mg Roos 
T- pA ir IRAE JE Er EE UR 0: (rs Ri), ( k*, 
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b.)65,2 —1,2,8), AIH mi, Xa» Das» Die Des Ds ÆA JS BJ E 
JAHI: RISI teri, Aisha bs EATA RF t vi 255 t 8 4y da, 
HU #2=- #1+ En T 5i. T 

Xi: (Ees Pe) = (Rs Fa) — (rs, ,) —0, Cis pa) = — (s, 
91) = ps, Cs „Pı )——(£f, Di )= mp, Cs Da )=— {Es „Pa ) 
=P, TR) (Fk), (m, k,)= —(m, ska) =>, 
(Qr p Pa) = — (s, 1.) =>), 《下 一 《一 
Gr, ,0,) 5, (42 k .)=0, 

7—8 IHN HIRIN 3 53 EB CHIEDI] 7 £8, 

(—9 ih HIBESBSSOS. f); 


Q we 
(25 q = gs, ir— gx. 《一 


(8) P =g swi 十 £ sin wé, P= peos wi — Qc) Sin wé 


(4) p= cos] ` Y CETHI 


1 


= " 


PES inl > (pitgi ) | 


7-10 MHR 一 p14 十 92， papi tgi, py 一 {pis 
Padne l a t pa $ TT = — pp; + quas I) JJ Ëy: * AR SS U S — B5. 

i 一 ]1 LA A F i XR 

B= Hlf(g q Gm Eis Pasts Pm)ydmtis 77 Gns 

Pmi to 30] 

5 Jj SESUR DG, S Egr "t, Qm Pis Parr D 2E SB -— fi 
"P 

7—12 mani suma y H—- Poe. ay 


2 m, 


yi XE oz la A 雅 科比 访 程 并 求解 ， 评 明 吾 为 常数 。 

1—13 W H'A RE D TEPLE EH Epi EE RI 
EE St 2 M , MEHE OA O Bp] # E $ 3 
hk. E l (r, OG-—i, OG sg ig xe 
HA 0 C PHM 7-13 PJJ )。 


4. old -| 
BaO Yor fuc 2 v a + M gi cos 0 
题 T-13 m 7—14 —J B. L my i Ep x 势 


gE F = z lc-T?) Rid] Fare aja xD, t Jygicmd&b Oi 


E. SijEiRMYas cc, Ü pia aB H až, eR Prs 
Pe RH SSS EMS, 3€ up Apo O BJ sh ig i$ Xx. 
?7 一 18 Zi Um ju Re BH H BS 29k (E ER 809 B y 


L =y m [tt riit tosin 26] —af (9) — bf, (0)ó 
-ERO)7 fo) 


试 建 立 系统 的 哈密 顿 一 一 牙科 比方 程 ， 求 该 方程 的 全 和 分 友 
IE m M t. 
T. ——hictaoe 


[f mcs — —Bf0)— Lg t 8T) 


oT 


—bf, OK (2m (a — fo) ) 一 -9 js 


7 一 16 [i AS] e uui z 


— 1 ( t — à k a 
H = 2 Pit gosig tosing 


WEVER E EEA, REARS Aa 
律 。 


TT 
和 位， = -ht + aqt [ V 2h — 26 sing, 7 qois, dg: 
1 


7 一 17 证明 变 的 
Q—p7, P=g+ et +]np 


A IE D E de. 
?一 18 证 明 在 式 (7-93) 中 由 母 函 数 


(os, P | )= 2 qe Ps 


£t HII) TE Wi 3: 8 x TELE e ds, Hl p, =P as qs = Qe, 
7—19 如 利用 下 列 关 系 把 变量 PpP， qj P, Q. 


T —06C.Q, p- n CP, Q), n DU i, ux 


AF d I — E II BR. 
了 — Zü "ur HH 
g= (2Q) Sh os P, p-(2Q») ty E sin P 
代表 一 正则 变换 ， 并 海 正则 方程 


. 8H ,.9H 
过 渡 到 
85* 5 — O0H* 
Q-— «p: P= 8Q 
NE 


Hle, H*-kQ 


7—21 TIMiENU3ESR, HEW p TRUE EL D Pv BEI 
5D3A SE. DVD ZEKTRIRE BS] Bk EE AY 


U=mg( g9° +gQ) 


AP q 为 形 定 物体 位 置 的 广义 坐标 。 
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第 八 章 ”力学 的 变 分 原理 


分 析 万 学 的 主要 内 容 是 曾 述 力学 的 普遍 原理 ， 由 这 些 原 
还 导出 盐 本 运动 微分 方程 ， 并 研究 这 些 方程 本 身 及 其 积分 方 
法 。 第 二 童 我 们 讲 了 盛 位 移 原 理 ， 第 三 章 讲 了 达 朗 伯 一 一 拉 
可 朗 日 原理 ， 这 两 个 原理 都 是 力学 的 基本 变 分 原理 。 在 这 一 
介 ， 我 们 专门 叙述 力学 的 变 分 原理 一 一 微分 变 分 原理 和 积分 
变 分 原理 。 


第 一 节 ” 变量、 函数 及 其 积分 的 次 分 


1. 运动 的 变 分 
在 给 定 约束 下 。 分 析 系 统 的 所 有 可 能 的 运动 。， 从 其 中 厂 
定 在 已 知 主动 力 及 初始 条 件 下 的 真实 运动 ， 是 分 析 力 学 的 基 


本 方法 。 正 如 前 面 看 到 的 ， 运 动 微分 方程 的 导出 正 基于 此 。 
当 要 稻 分 运动 激 分 方程 时 ， 就 必须 赋 究 求 得 的 运动 对 初始 条 
PF03 éd AX. Qu yK a M, REAA J F gs eë HJ U MC S PA. 
qs EI XEIE ds E 2n E SE [R] rH ARR se pn, FEE) XC AS Pn TH 
广义 速度 的 总 和 {fegs，de+ 表 示 系 统 某 瞬时 的 运动 学 状态 ， 所 
A A iR A e F e ARE Gerste URREAN 
改变 初 值 gso;9s0， mtd Pl E AR ZEB RS E Po n] AERO 2 S8. 

我 们 研究 最 简单 的 变化 规律 : 设 所 有 de. da. 仅 依赖 于 
某 一 个 参数 eue, HJ Z 


« 3139 = 


Goo pa (C), Qs = fi. (G), TELETIQ 
IE HJ 38 Bsp BJ l i tB 3E Lxx B8 LU Jp T. Zn si Z= [R] BLU IH z 
J AS T E J HR E sa , 

HoE IV pie E ASSERIT] STD 15 (feo Fe uEEBUS f MS ti 
TAE. ER Ç NETUS 3 AB 8 8 A [089 88 gu. IRF t — ALA 
运动 在 同一 时 刻 #, JRA, D f. ORTER 2, E M: 
BITA S z J RA Bh E, PAARE, THE Hf fuz 528 
p E PO IE SU Bi) EET I S. | 

PESE, 初始 IE] Zub ig JANE REM E pe AE iVm I (Ca). JF Ef 
a ZEE) REESE P haji e) 6 EX 及 不 RI ES EI SG RE 2 S #% l HJ 
A, AR Efe IB SURREY , #j 29 sbBJESERI E 57 5k 2 2E 27 

2. 3 EB Hi Ey 

我 们 和 大 党 商 个 无 限 接近 的 轨道 ， 这 两 个 扫 道 相应 于 参数 
a Ji aJ IH: e ja kedada RT SAE iE E E APH 5 OP # 38 
É e TU a+ da PU pJ q J£ 了， " 

q= isa), =g iat da) 
上 下 将 其 nur ubqImmpu dci Og: 
OG e da) q EPD (8-1) 

我 们 将 "n i, G+ da)EQda E pk S Se YE Pa: F da megre 
Ab, PEI 


qCt ada) Sq a) PICO qa (8-2) 


BROS-ZyRACS-1), qd 
Bg 11 A) da (8-3) 


Wm an g.o. HEES, RÝH 48 mi 
+ 319. 


TENA — Op 
Š= da, p= da 
ix Hi 4= 695.02. 


等 时 变 分 有 如 下 性 质 ， 对 时 间 皇 的 导数 与 变 分 运算 是 可 
交换 的 ， 即 


S 8q=5(52) (8-4) 
Tirik, A 
Bg — 67,0) da 
Otaliq) E 
3 (8g ) 一 一 一 和 da (8 5) 
dg 2 (óg(f,a) 
L e( 2) 3d = (13 5) Jas 
= glia) _ 
aa ^ (8-6) 
比较 (38-6) 与 (8-6)， 便 知 (8-4) 成 江 。 
3. XB ES 


RPE A R A e E HG EDS E RIA Pa, EN PUA 
PORER 3 x SEARA R AS] HHE 77A- Bü 25 A E EER 
H qCé ,a )& gia) ER # 38 S 3 a AR i= (a), 
milit g F < B9 S r Hx 

g—qiíta),a] 

HEHH ta g ZES, Pocak a Hia [EOS IE 
o HE D IK Eh F e DRE df a. JH Ag 2; 记 全 变 分 ， 
dst 

. 520 + 


da _ 21 4, 
2 BQ —— EE "8e 
| | | . | (8-7) 
【8-1) 中 第 一 项 等 于 等 时 变 分 0g, 58 — X u] Fl 3; >a By 
A= “Š da 
Ba 


于 是 我 们 最 终 得 到 
| ¿Jqa= 8g 4- ġdi (8-8) | 
1. AREH 
我 们 研究 依赖 于 自 变 量 qae(s 9 1,2,-,")X š PUES Sk f 。 
HRES RENES RE. A 
F=f gala, 5,1] 


òf =- Lda 
m do AL. 
因此 
oj 一 > 于 rx 之 A gs 
于 是 有 je 2D (8-9) 
其 次 。 建 立 广 的 全 变 分 表达 式 。 我 们 有 
Af > GL Eda + f. da (8-10) 


其 本子 是 按 道 带 原 则 计算 的 了 对 主 的 人 导数。 注意 到 【8-10) 
的 第 一 项 是 函数 了 的 等 时 变 分 8F， 而 上 的 系数 是 a£, Ej H, 
. 321 + 


Bi Xe f HE SEHR. 
Af z8f f dt (8-11) 

AAC- SUE F [q (a t). (a 10,7) 的 函 
数 的 全 变 分 计算 。- | s 

5. fk*ü T 257255 ERE Bb ELA B E 

HIERMEE E, NUBI gs 及 广义 速度 d. DE 
数 ， 或 首 依 赖 于 时 间 i 17 X SEE qs 及 表征 力学 系统 运动 的 
动量 ws 的 函数 ,理解 为 动 方 学 症 数 。 如 动能 T， 拉 格 朗 日 遂 
z L, BREH, MAOLE, JERU, BEV 
及 其 它 等 ， 都 是 动力 学 函数 。 

我 们 在 时 间 区 间 CA, ) 上 研究 沿 着 系统 某 个 轨道 的 积 
分 ， 其 被 和 栈 数 依赖 于 上 gs、 和 ,而 这 些 变量 本 身 是 参数 a 
gs x. BIIDETLDElO, 


J=) Fit(a),qCt(a),a)2,QsC£(a),a)]dti 
(8-12) 
Bl, $142:(8-12) fk Bh J # Xx a 的 值 。 
现在 将 语 已 知 轨 道 和 的 这 个 积分 的 医 值 与 灌 匹 限 接 近 于 已 
六 ] 圳 道 的 轨道 的 量 值 相 比较 。 为 此 要 计算 已 给 积分 前 变 分 
5J =? Gas (8-13) 
ea 
首先 ， 设 和 分 限 f. MG PRETE Ha, PXP SJ 是 
积分 和 的 等 时 变 分 。 被 可 国 熬 在 给 定 的 gelta), alt, F 
F t Sa 3 fita). ES Hn. $4345 08-12)n[ 5 m 
"S f(£ ,a)dt 
$a 
Hm: 3, EERDE a m]] XR 35 SAA SOR 
« 322. 


TISEXEdERQ--NURIAGUEXR4$, HU(8-13)mg pt 
s=] efCE 2 gida (8-14) 
ti ða | 


其 次 ， 如 朵 积分 限 依 赖 于 参数 a， 则 有 


mer PECES aia Lt), a tt) 
ibd 


-flt Ca) ,a h (8-15) 
据 (8-14) 及 (8-15)， 我 们 得 
37—| | 2/520) a: Jae = =ò [p fat 
AJ = 5J +| Fa), a) ed) 
—fCG.G), aš G2 ja 
—3| fai - pal" (8-18) 
Js : Ta 
公式 (8-16) 可 写成 
fa ts ta 
4 |. za: =ò] ya: 121 | T (8-17) 
fi fa " 
X | Afat = NCE f At di 
=| tr- Cay ar + paf” (8-18) 
由 48-17 )、〔8-18) 得 
tn E 
4| fdt =j [Af + f( A: 1i (8-19) 


"osos 


第 二 节 “微分 变 分 原理 与 积分 变 分 原理 


Jj SEG EESEZIES TERI FER BEI—HRIRSS. TES EI A 
H3 F L šE 8 J SENSE: 时 间 了， 系统 中 点 的 质量 ma, 
xx Fa SREI Ro Hefe To AWE Ti, 点 的 
加 速度 Ti. 
我 们 将 质点 条 的 实际 运动 { 焉 实 运动 ) 与 扎根 接近 它 的 、 
该 某 种 特征 的 邻近 运动 相 比 较 ， 则 满足 牛顿 第 二 定律 
mipi F + R, (4—13,2,-,N) 
GCE; mis Pisti fi, Fi, R.) (1=1,2, N} 
ik akat JPEN HEM TATAR IEA SBY s PB, ATAR 
4E 475] EL 3caum zx SET: 
5G=0 (8-20) 
4E ^F IELES np Ay fk ^ Ac ^y Iol SE RIS. y 2E 2T JECBBPR K 2055 20, 
VAR PB Sr GL Er J RE Pi 48 HH oda H. SUL ERKRATH de Ez 
HRR, 3R2 3808-2038 RERE, CEREN 
34] Jr Ez SZ az zh BJ HE DU], Sp S. G BEL Z BEI , 2: Bi p o GP AERE RAT, 
451 30173 3€: 55 9 EE] ZJ 73 2E ER S9 WF B in] $ Hy HE 
a . . 
G eum, r,r, r,)dí 


Jb 2, 2 Zñ 
Zn 
sj $di-0 (8-21) 
[T 
RURBVDOEOLERSE., (144 H- EP P$ [LETS PA AL SC 3E 3 HQ 


ITUR 


HE RJ. 


第 三 节 微分 变 分 原理 


所 有 已 知 的 微分 变 分 原 王 可 归 为 一 娄 ， 可 比较 的 运动 仅 
ERE ri, ro r 证 的 一 个 元 素 有 差别 。 因 而 函数 5G 有 如 
下 的 结构 形式 


N as (E 
àG — D -mri E F y. ôr =0 (8-22) 
1. BEBER 
虑 位 移 了 原型 南泉 原点 系 的 平衡 条 件 ， 由 第 二 章 列 ， 它 表 
示 为 
3 Fr, =0 (8-23) 
£=1 
实际 上 ， 由 (8-22) 取 了; 一 0,b 一 0， 便 得 (8-23)。 
2. 这 并 人 怕 一 一 拉 格 朗 日 原理 
有 即 动 亲 学 普 浊 方程， 由 第 二 华 知 为 
2: (—m f; Fier; =0 (8-24) 
"CES E. HIC8-22)HEx £ —0 全 得 (8-2d4)。 
3. RHR 
rH(8-22 18 b— 1, Hh nf EG 36 Jam S HE de e IJ os BE +š [ui], 
BUS di Aot Jourdain) US | | 
$m r + Pi) r,-—0 (8-25) 


网 为 这 时 宣 际 运动 与 比较 运动 的 mi, r i FE; So SE BU, 
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它们 的 变 分 都 是 等 ， 因 此 (8-25) 可 和 写成 
| $C m "ES SE r, |-9 (8-26) 


[8-26) 恋 分 号 下 的 项 表示 主动 力 Fe BUR YET] mur. 的 £ 
Z3 E) DES ANE PARSEE RRA Bao 在 仅仅 球 度 不 同 的 


所 有 了 运动 中 ， 函数 局 (om rit Fi) Ti KH RARE diDE 


il re 


E Tiza H, EAJ a mhie E pin Lape 
必须 注音 ， 藻 东 当 "— 
> Ri r, —1 
inm HB YWGedERRBR—DEPMERETEdBSESGEZUADRSUieE 
程 的 主要 依据 。 


4. WRR 
H (8-22) p—2, (Ei HC Gauss ) EUR 
Sm rit F,)3r;—0 (8-279) 


这 表明 ， 在 所 有 的 仅仅 如 速度 不 同 ( 当 不 改变 Fi, Ti Fi 
mi 时 3 的 可 能 运动 由， 关系 (8-27) KELIEN ELO 
足 。 

BIER, SWAN p Ra ERA 

? R. .6p; = 0 

EIEEE EET RU DB R SQ PRRI S nm 
HEEE., HEET: 表示 点 在 主动 力 Fi 及 约束 力 R. 作 
骨 下 的 点 实 太 速度， 我 们 将 睦 记 作 i 二 is 于 是 (8-27) 到 形 

* 020 + 


N 
ha ( -mif F.:)0m;-—0 (8-28) 


既然 万 加 力 F, EB mu fau HOT k 3 , BE 2, 2. ða, j 
成 


_ 7 (Fea) (8-29) 
或 者 
F, oy 
Ems mr daa (8-30) 


B- iea 乃 是 点 在 主动 为 Fo 作用 下 不 加 约束 时 所 只 


A mM E BE. RAA i-a, =€ — 8: APA rh s) BJ n 
3B BE 15 SE Ri dS niu FE 2 25, 
高 斯 把 量 


N 
w= 2: ma F(a qa) (8-31) 


TRO "fur" (Zwang), P ZOEDEDERFERUZEGNCS SU GER 
拘束 原理 。 它 表示 实际 存在 的 运动 是 这 标的 iE Zw Hn 
时 与 给 定 运 动 学 约束 机 合 的 所 有 可 能 值 中 的 吉 小 值 。 
例题 
FS HH tg m, M om, RE pke F 88] B FC BJ 295 , I 22 PS 
ET f$ y BEER CEAR D), TITER qA78 A 
po + 


统 的 运动 。 

解 : 设 物体 的 s 标 为 2, 及 
z, (8 3-1), 有 绳 长 个 变 的 约束 
条 件 ， 即 

z, + z, + ma = const 

因此 

£ Z,—0, Æ £,——8, 

Z= Ë, 

如 果 没 有 约束 ， 那 么 两 物体 
TIE eisai 人 而 当 有 
HER JAEN h M te APRA 


Zw m (g-a)? ems (gta 


DnE EER SE 2y2 E, dU 


二 0 或 3e, 7! 
ap — m (g-a + m,( g+, )== 9 


EE iE WR TS 
Tí, TH. 


d. = 
ni + Ms 


第 四 节 ”哈密 顿 原理 
按照 积分 变 分 原理 ， 在 真实 运动 中 某 个 动力 学 函数 在 其 
锋 时 间 册 的 定 税 分 取 稳 定 的 值 ， 这 是 与 所 有 邻近 运 瑟 以 同样 
ELAP HELER. A EE Sy sb ü pO SLE HIDÉGURIW EN 
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审 的 自 变 量 的 这 样 或 那 借 的 亚 分 。 另 一 种 说 法 则 是 ， 仅 对 次 
KAERA EFE, : e 
FULZPPTRIUBULSE DEUS ULIS WSB INTE A REBUS S 
拉 格 妆 导 最 小 作用 最 原理 为 著名 。 i s: 
|. 哈密 顿 最 小 作用 量 原理 
我 们 把 积分 


s=| La (8-32) 


TE T EA IPL Pt B, Pré nj rk 32 Buz gi Aae BE 3 eri TE |Ë] BU , 
MEERA. RIERA F Z= F t 18] X 

(D 系统 是 完整 的 。 保 守 的 ; 

(2) 所 有 训 比 较 的 运动 在 同样 的 了 时刻 二 开始 ,并 在 同样 
的 时 刻 i 结束 .因此 ， 可 比较 的 运动 站 同一 时 间 间 隔 在 一 四 
内 罕 成 。 症 所 有 运动 中 ， 了 时间 的 变 全 规律 -~ 样 ， 邵 时 向 不 
变更 。 国 此 ， 所 有 变 蜂 的 变 分 是 等 时 的 ; 

(3) 肥 然 所 有 天 比较 的 运动 由 同一 点 在 同一 时 刻 #, JF 
始 ， 并 在 同一 点 在 癌 一 时刻 #, # y, SRDUBUCBICX BER gs 
的 值 在 这 些 时 关 彼 此 相等 。 因 此 ， 广 多 笃 标的 千 时 变 分 在 这 
些 边 值 上 恒 等 于 零 ; 

(gs drt = 0,(Óqg |) st, (8—=1,2,.…,n) 
(8-33) 

为 讨论 方便 起 见 ， 我 们 把 完整 系统 的 运动 与 一 个 以 qu 
da er 为 玫 标 的 名 维 空间 中 的 扎 的 运动 相对 应 。 因 此 ，, PA 
个 相 比 较 的 运动 具有 共同 的 下 扣 P, 和 共同 的 终点 P, 的 两 
条 线 来 描述 (图 8-2)。 因 为 在 相 比 较 的 运动 中 系统 让 器 样 的 
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JI ES A £i s [PIR EB. HEATER SALI 2009) ^oc US g fs 
EI, PA EZE FREA D 2093535 


B o 
AET E. Hata 80 T Aini i LA 
BE E] [EE tH T. yE In] s B, . . 


入 所 列举 的 加 在 可 比较 的 运 8-2 
A ERSTAT TA gen PH ar S aH P. 

在 扫 记 的 时间 、 相 后 的 起 始 和 终了 位 置 和 看 同 的 约束 条 
作 小 ， RS. E, RTR, EA A E RERI A Haa E, 


人 


Fix ab: Wet qg EJ BL LUKE Ra dB, B 
58 —0| Llas d, 1)a1—0 (8-84) 


mt gu T8(8-34): E JJ FE ERRE, ji EL'EE JE 7J 9E 
i BEC TEES T- RRB J. HBR, E A aknan tE OX.PREE, 
gr Bos 3m ww RETE TE d UJ P PE FH LR ADIE, iw, EHAA 
35 [ri PH we dE Ce hok B EL 2; Ri LIE B] 方程 就 比 以 前 更 为 简单 更 
HÁA., 25 #R , KE ša E jz EI pr TE E LEAG O gb, Tu Es 
ZEND HA Y oux ge EE si 2 Za BB HORS OD XOU A [R] E un 
的 联系 。 

2. 用 哈密 顿 康 理 推 导 拉 格 朗 日 方程 

为 由 说 察 顿 原理 推导 峡 拉 格 衣 站 方 程 。 我 们 将 6S 写成 
BE TII JE IR 

s-[. Låt, 8S — Š da (a 为 参数 ) 
È. ea 


I: 


M" ss- -£ (f Ldt da (8-35) 


Qu «ls, 


HAT a l, Gimp alat T o Sepu EEO YEA 
fic EBRI Ep], SE P BA kE SO Z B U p 3 E 


ATR Fo 6, ZL fep NE | E 
ss= f" (irae as=| (SI)at C8-36) 
我 们 计算 6 卫 。 因 五 是 Za disx-1,2,-,) t Ë5 EB 
SX, ER H i pE, BEA f 


" 0L ad eL aeg 
à = ` — +4 ay 一 一 一 一 一 * cf 
L= v Ja TT Bo ba 7 ) 


X21 
= AG e x5) 


0; 
qd & (8-56) nk 7g 


aL aL 
35=| X AC cin T 9d, )d dé (8-37) 
A55 98 S: 25, FEARG- -4», HH 
34. = Z (èg) (s==1,2,...,n) (8-38) 


FR(8-383) A (8-37), #5 
c (^ &/2àL ÓL d 
88-| ` ( ot 9. g +E 9 (8 gs) Mt 


f. 6-1 eO, dí 
(8-39) 
(8-39) 拭 号 中 的 第 二 项 可 写成 
ƏL d er ar (d ər 
aj ar O90 =gh agr (hr 
(8-40) 
4408-4016 A C8-39) 88 
3 _ dh 人 ut oL d 
s-—[pD P (o d£ 2 5) 59。 lat 
"d SA f ILa 41 
ra Se) o cm 


+ 33l » 


(8-415di 3 LA n] t4 A 
EG Sy .站 -( $ Se Pa yae, 


-( >: A “9s ) s (8-42) 


gDAeEC8-33)40(8-42)39 BS 311 Jg 3E. AE, AR wu 
BE BR J ç PF OS = 0 成 为 


"CR {êL d _ 
je A a jr) jaro (8-43) 

这 个 等 式 对 任 机 的 积分 区 闻 ， 即 对 人 在 何 的 积分 限 5. A 
t,， 都 是 对 的 。 由 数字 分 析 中 得 知 ， 一 个 定 积分 在 任何 积分 
区 则 等 于 等 ， 仪 当 补 积 冶 数 等 于 等 时 才 是 可 能 的 。 因 此 ， 得 
出 


¿L d oL 


— r x 


Os dt Pfa 


因 所 研究 的 系统 是 完整 的 ， 所 有 Og. EIZA BA 
(3~ 竹 ) 中 的 每 个 括号 都 应 等 于 和 零 ， 羡 即 得 到 拉 格 朗 日 方程 


=Ü (s—1,2,---,n) (8-45) 


Sge =0 (8-44) 


当然 ， 也 可 出 拉 格 朗 日 方程 ， 反 过 来 推 求 0 一 0。 
3. 利用 哈密 上 顿 原理 推导 正则 方程 
据 哈 密 顿 车 数 的 定义 (7 -34j 有 


H=- PF, + > Paa (8-46) 
将 (8-46) 代 入 哈密 矣 原理 表达 式 ， 有 
"P" 
K (3 Pfa H)at = % Ü 


* doZ2 e 


作 变 分 运算 。 得 
o- [^ > | dòp + pedgs ~ pog 
-Fp |a: (8-47) 
出 求 微 分 和 求 变 分 的 可 交换 性 ， 有 
5, 5. (0) 


a Psd4s = De (Šqs) 一 r psŠqgs) 一 耕作 9s 
FER. (X A (8-475, 得 
6| gw (^I/. 2H 
ICM — — 
Ü >= "P 十 之 | [í ds à ps Jeps 


É; 


~ (8. 十 -一 一 48g; Jas (8-48) 

DET BHES A 大 位置 向 所 以 有 
Cp,8g,) |" —0 (8-49) 

ME, FHi(8-46)852524 ps 求 导数 ， 得 
= (—1,2,-,0) (8-50) 

将 (8-49)、(8-50) 代 入 (8-48)， 并 由 6gs IUTE M 
i aH 

五 5 十 Bgs =Ü (3-1,2,--,m) (8-51) 


联合 (8-90) 与 (8-81)， 即 为 正则 方程 (7-8)。 
4. 哈密 贤 原理 的 例子 
哈密 顿 襄 理 表明 ， 在 真实 运动 中 的 哈密 额 作用 量 与 在 确 


-opor 


定 条 件 下 与 贞 实 运动 相 比 较 的 变动 运动 的 得 机 比较 ， 取 稳定 
HEE RARA ERNE, 这 个 问题 观 进 一 步 探讨 。 
我 们 举 一 例 子 来 说 朋 这 一 问题 。 
我 们 研究 单位 质量 的 质点 在 有 力 画 数 D (z) 的 势力 场 中 
的 一 维 运 动 。 运 动 徽 分 方程 为 
du 


六 一 一 


du 
ici) Ane, JF ROB rE zx, ZE) OT #,— id. 
>Ü z£ xi 是 满足 问 样 条 人 牢 的 与 虚实 运动 相 比 较 的 运动 。 
I HE 
g i= ijai ty 

其 中 e(PTIIEOGAS, H4 eli =al 

HS X S' AK hik EL SGE DEDERE $ BU z: 5 BU nz di yE 
Him. THMEBUZDHEDU Pk CT". JARU K U 我们 有 

EM [T^ LU!) CPU ]d£ 


fo zn la 
=f" E (£a) —5 x rU a) 


—U (2) |di (8-52) 
因 
N á$di—ia N -上 adidi-- N a-D at 
T 
s'-s-[ igo U(z+a)— U (z) 
一 aD dt | (8-53) 
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Xj 21 PR SCRI FH] 2 399 2: zÑ 


U(sta)mU(s) Mad CO LL. see) 


0c Ol 
I E C8-53) 5 


ogl", ; UG Ux-c8a) 
S'—S— zh. [árta SI lat, 0<0<1 
(8-54) 
如 果 存 整个 力 场 由 (7 29, 那么 (8-54) 的 被 积 函数 是 
EB, #6 SD0, 内 此 对 处 实 运动 来 说 ， 哈 割 顿 作用 量 与 
所 有 另外 的 运动 相 比 较 是 琅 虹 小 的 。 
峙 别 地 ， 点 在 均匀 重力 场 (号 


=0)rhü 8 88382 以 及 


Bags su B ron (pl, U—a = 2at2>0 68 


Hb mgjiEdimpmsisxh, ERA e F E SW, 
5. 非 保守 系统 的 哈密 顿 原理 
完整 下 保守 系统 的 喀 和 七 下 原理 写成 


É (ST HAYdt 0 (8-55) 


其 巾 DA= M @s39。 为 广义 力 的 81220, HIA 
"BAR. SAID, JROFECS-235) AER DOT H T ESTR E 
a erm PECS- 34) Hi Á HR OK go IpXEdEOpGGeqUEAEA UE 
(8- 591m E Ri o [HA, ` hPa A FII E, nj H h gH (8-55) 
elh Bag (8-945, Db b. AD Ge füESEPÉJ, MU Z A: JH bB XX 
U (d 

e 335 + 


|. aU 
Q= Əq; 
因此 5'4# 一 0U， 原 理 (8-55) 成 为 


|. 8Ldi-0 
由 变 分 与 积分 可 兖 搞 而 得 
N Ldt=0 (8-56) 
T: 
这 硕 是 原理 (8-34)。 
TLA Bi ESERCS-55) ER IB ird BH EL 3 T, 


= 2T S £T so 
A T= 21 ag ET 2 a t 


— ^ elf e or d 
之 dfs Šgs + 之 eq, jq; C049) 


_— S|  /ƏəƏf d eT) 
= È (22: di E) Ts 


S dí ol 
tS a d, 9qs ) 
将 其 代入 原理 (8-…55)， 得 


Ln c a? od aT ] 
|, LAG dt + Qs ) 8g; rii 


eds 
$e 2T s, 10" a9 
十 = qs š 1 


注意 到 (8-33)， 上 式 写成 
t: E oT t oT _ u 
n PI — di $9 )9 idt =0 


(8-57) 


由 此 得 到 
- 336 。 


n eT d ar - n " 
Z (2T a PT Quse (eue 
ES qs di d. ls ú Ç ( ‘d ) 


P1(8-53 HHB ogg EIR, PAHE Ep Eco iEGRÉEVUV DIA 
Hj EL Jy fà 
di 8d,  9q. ° 

6. JEER bum I 

Pp sh FE 2& — JES 38 #& S BJ Mer WI QW hi Sch cq pp 
论 ， 争 论 的 实质 与 运算 6 SER UARRA quem 
Jj B (E A pn AE EE ROS CH6lder) fn Hr (Cycuon), 前 者 
AAAS Judbssc563x* 17, WH 
Í 8g, — 8d, =0 (3—1,2,:--,m) (8-60) 
TAAK 38 (8-800 DLE Eid vc i EE Jg IA Y P7 X AS BRRAT Xj. 
A AA SES g "Lr dESG SEES SE 


(8—1,2,--,m) (68-03) 


a . : B=1,2,--- 75 e —m%— g 
— £ 
qe, 6 Qe 8C ds so, ) VIRA ud sca) 
(8-81) 
则 看 
f go~ 5d, —0 
(8-62)* 


d s 
479 a 0 —80..5 — 之 了 305go 
其 中 


a 公式 人 8- 有明) 的 推导 见 “" 非 完整 系统 力学 中 的 变换 关系 ”<* 力学 与 中 
gR > 1970 年 第 二 期 p37 一 p38， 
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Oo go yoi Oey — CQ 
(8-03) 
EU f H ZE RHA —— Pt 5s BH H ES BE Se Hn 3pSE S8 # EE PS) Bi 
RE. i5 B4B — dudit Bg ED FECA-19) 9g 


RO eT d oT 
Ae AL -dra ect (090 


E $ (r d 2T aq = i oT 


Temi CCPR: _ Ched _ $ RN: esy 


— 


29。 di öğ 


- È alag S) EG 8) 


n OT i oam x d 
+È gimt- À age) 


a 
na OU (d 
Š In L (aq 6d, ) 

于 是 (8-64) 写 成 
od 

GA 8T AE Sas )+ x Jg; 54, ) 0 


(8-65) 
将 (8-65) 有 从 t, Æ 向 积分， 并 注意 条 件 [8-33)， 我 们 得 到 
" eT 
"iM f S T£ = 
qM 5E $2 (0g, — ZEN 0 
(8-66) 
DRE AESE We SK 0589 AEREA, RECB-60 0 fA. 
(8-66), SEFE B LIU AS E Z) f 
|. (9 --8^A)d: —0 | (8-67) 
EJERE SFE 8k IF BESEAS ENO TA EA E (8-89) 56 E — He. 
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但 是 必须 注意 ，(8-67) 中 出 现 的 ógs 并 不 是 彼此 独立 的 ， 面 
E52 S) TE FE SES BS. 

将 (8-62) 代 入 原理 (8-66)， 人 和 便 是 哈密 顿 原 如 的 苏 白 说 夫 
形式 


t 2 ar $, 
| JST +AA $ 1 < T3 55g, di —0 
ti Hzi dsf "ul 
(8-68) 
原理 (8-67) 与 (8-68) 帮 是 正确 的 。 
例题 ”一 单位 质 屋 的 质点 在 有 势力 作用 下 沿 平面 二 上 运 
Eh. We V = V (ray), RARE AE H ELER RHE Ig NT TH) EX 
Ek, dc HEC TE XE us i a a. 


i$—]-0 (8-69) 
虚 位 移 方程 为 

fx Š= 0 (8-70) 
广义 力 之 虚 功 为 

Ac V = cfr 0— S69 
注意 到 (8-70)， 我 们 有 
ya=- (Sr ti Js (8-71) 
动能 为 
T = (àt + 9) 

其 变 分 为 T 46i 989 (8-72) 


那么 y=: PPARA RAR: 
p on HAAA CE- ), BA 
» 339 > 


. d 
02 一 元 507z 


. d 
Sy — oY 
对 (3-10) 求 导数 ， 得 
da d 
3;99—Óz ¿792 


Bd E 人 zf = x+ i04 (8-73) 
于 是 ÔT —46045--9gór-c- $9g615—(14 友信 汪汪 十 二 过 8 
(8-74) 


将 C8-71) 和 (8-74) 代 入 原理 (8-67 )， 得 到 
2 nA . ar ,ay _ 
|. Iari y384 + Er a t Jaslaso 

(8-78) 


BS HURADSDZ, (8-62), HI 
8d— 9554 
TE 
(nguy [d 2 24 92 Og ds 
y= gg O E o4 — ax ^ dy BE |" 
E^ 0 RenkÜ Sect; _ 
= (By) -8y— t 0a — 1d (8-76) 


= = 8T —d4855-4 g8g—(1-it)iód (8-77) 
将 C8-71) 和 {8-77) RAME (8-68), 2E BE UR] (8-62) 中 的 
Zz 二 1， 我 们 仍 得 到 (8-75)。 

必须 注意 趟 可 举 (8-77) 代 入 并 理 (8-67)。 同 样 地 ， 也 不 
可 将 (3~74) 代 入 原 训 (8-66)， 省 则 将 导 撤 错误 镶 结 采 。 这 个 
错误 结 良 之 一 是 
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° T (29 129 ys, 
NEC TST "às -+ É jos at= 0 (8-78) 


1. A PEURRUE DRM A 
A SE RRE P Ada FI TEBA E, TESTED. $ 
构 力 学 等 领域 中 用 得 很 广泛 。 下 面 举 例 说 明 这 个 原 带 的 总 义 
以 及 近似 解法 的 基本 思想 。 
例题 质量 为 台 王 1 的 质点 在 平面 六 了 上 有 到 动 ,外 力 的 帝 
能 由 V —»ydiB. T i4=0 时 , 它 在 原点 (0, 0) ,在 + 一 上 时 ， 
它 在 {2,0)。 求 质点 的 运动 。 
解 ， 我 们 先 求 精 确 解 。 以 使 与 近似 解 作 比 较 。 
Tv ë BH H eg 3 ë 
L= Hit +} — ay 
TE RV B br dee BA H ZEE 
#+y=)}, ğ+r=0 
它 的 通 解 是 
m= C sin š + Oco i -- C sh? + C oh? 
y=0 sin š + C,008 $ — C.sh$ — C' eh 
满足 题 中 端点 条 件 和 的 特 解 是 


_ sini, Shi sin? shé _ 
%— nl shl' =mi shi (8-79) 


EE Ip p MEMZE AE EU Edi p 
s=| [3c 99) — ay |a (8-80) 


取得 极 小 全 
S, = otgl +ethl=1.955128 


FB 22k (Biz) EREM EA -i Lm Fo: El 
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上 连结 两 给 定 端点 的 直线 方程 是 
y=2, 5-—0 
现在 再 加 上 两 端 均 为 零 的 酒 数 ， 这 种 在 1 一 0 和 “一 1 都 等 于 
零 的 最 简单 的 活 数 是 太 1 一 1)。 因 而 我 们 选取 
T=2i+aft(1—#), qy-—Bi(1—i) (8-81) 
作为 可 能 运动 的 集合 《图 8-5), 
这 里 ac， 有 是 参数 , CME) 1, 
Y) 情商 直线 的 一 种 度量 。 
将 (8-81) 民 入 (8-80) 求 得 喻 
Tm PE H] Ht à 23 
S—S(a,8) 


t1 1 
—l!—(2cTae«—2ai) 
o- 2 


+ 9B:(1—28) 


— (2i -- at — at?) B£(1— £y1di 
FERE Sla, B RC IR 8 i] = RI 8, 
ƏS o EN 


* Pda * ag 
得 | (2 a—-2e:)(1- 20) -( 08: 
—£)1dt —0 


| EBC ~ 22 (24+ at - at?) CL Olai =Ü 


积分 后 得 


"ETE 


eS 


50 
a= gà: P-—3a8 
代 同 (8-81)， 求 得 近似 解 为 
5 55 
s=2i + g (1— 4), y= oot(l—#) (8-82) 


这 组 近似 解 (8-827 和 精 仙 解 (8-79) 作 时 间 的 太 范 围 内 性 能 家 
不 一 样 ， 但 是 在 我 们 所 甘心 的 时 间 下 栅 (0，1) 内 ，(8-82) 和 
(8-79) 的 差别 不 大 ， 见 附 表 。 祖 应 于 (8-82) 的 号 值 为 LOIS. 
—1.957912, 

ix E k Hj ha i AI R RE E E AE < Ay 各 保留 了 一 
个 参数 ， 其 结果 仍 有 参考 价值 。 | 

如 果 事先 知道 Y(t) 左右 水 对 称 ， 颖 值 售 右 ,我们 可 以 在 
(8-8I) 中 将 % 改 用 


y- BE - t?) 
精确 度 就 可 以 提高 。 改 进 后 的 解 是 
> 16 
z=24--- 40-0) | 
20 (8-83) 
y— gs; O7 8) 
Erhm z 3(8-82)md83 z AAR [K 29 P8 zÇ HIJA EE 
5 16 
gg770.080508.., -7 =0, 050473... 
Ei TH) 3/( š ES BEL ph E e a — SUP 5, EA f bx 


进 。 让 应 于 (8-83) 的 人 S 什 是 2555 一 1.955135。 


e 345 e 


近似 解 (8-82) RS 


| ammes 
iG) | «o | a | «0 | s) 


TN 0 | 0 | 0 | 0 x ° 
— EN 
| 


Ta cR ECS-79) 


.一 一 - 


- m L 


0.2) 9.4074 | 0.0648 | 0.4081 | 0,0808 K 0.0646 
0.4 | 9.8123 | 0.1133 [0.8121 | 0.1212 | | 0.1131 
0.6 | 1,2128 | o 0.1293. | i 1,2121 | 0.1212 [0,1292 
0.8 | 1.6082 | 0.0968 , 1,8081 x 0.0808 | 0.0969. 
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第 五 节 拉 阁 时 上 日 最 小 必用 量 原 理 
我 们 将 


ta Ta N - 
a=’ 2Tdt- | È miridi (8-84) 


BOB MH EFI, APT NRSA, 
Aide BH H R-E HH E IELER B3 3 SEE X 79 


E: 
aj. 2Tdi —4A-0 (8-85) 
Brad GEGAMS. Ju e BB EHI Ig E(8S-8539 I5] 3 PE. 
(1) sede sas. PERCY. qa ET: 


s 24d 


(2) 可 比较 的 运动 具有 同样 的 能 最 常 : 
h—T--V, TESI. HJ dà; 
(8) Em n AE ERBJ EE NT UE: ` 
iya NM (ge)e- 150 (8-86) 


mak, EMH fE ammi EA RYE. 

Lx 38 dedo Ul de 3 BAIE EE EH s py S PH H 5 
程 的 等 价 性 。 

Hie GAU BH [17r fEOETIE Sr d B8 o IER, 

56 3E LAE GR 22: 29 Tu S BH B b RC X 


& OL (CL Q  (s—]1,2,-,n) (8-87) 


dí Og, Og, 
ER vp Afg +E x os EAI 得 
" dí ƏL EJ 
X1 Up Uc ao 一 - 
È xo)p4e- Mo$om-9 (8-88) 
di cL dico ðL då 
-一 一 UE t s 
A 1 s A 8$, d. ) 2ġ, di 
(8-89) 
TE u oe 
A C S. (Og) ien 
e 
Mu 2 (8-90) 


将 [5-990) 必 A 入 (8-89}， 得 
* 345 + 


a( BL \ = (37 4, y ÊE oap BL q (at). 
EEE) ane AZE a )- Hau aa 
HERRA- 284. SEL, RIE 


A A aa, )= >: C 


"i ed. 
4.2. a . Kif) 
Ag 1 8-91 
HETA (fs D 5 Us di c ) 


IH DERE EL E LIE gs 和 ds PSEA S, d 


a /OL oL )= 
> CLE EN Ads J—AL 


而 L-T—V-T-—(h-T)-23I-A 
故 AL--A(T —h)- X2T)— Ab —4 2T) 
又 因 动 能 了 是 广 尽 述 度 的 齐 一 次 式 ， 所 以 


TE, (8-91)9À 


d of 
dr X 9b , 4 
(> w )= (T) 2T 


ABE ERU 3 zb EP di HB é Æ š, 945p. 得 
v SL a 一 人 A2T)dt 4 | 2T dCAL) 
L: T. $i 


E d(4t) 


8-1 ds 


(8-92) 
FH ARTECS-86)4, (8-920839 F g SEE, 由 会 式 48-19) 


Au, (8-925084: ios A| 2742, puit 


AA—A| "2T dto 
[E 
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THS BH B JE R Ez, 
BERSERI hR H 36 2 E Bl H Jy 
程 。 


PAT J 题 
8-1 试用 站 尔 关 原理 (8-25) 推 导 尼 尔 森 方程 (6-18)。 
8-2 试用 高 斯 原理 (8-27) 推导 完整 系统 的 拉 格 半日 方 


程 。 
8-3 ”试用 高 斯 原理 (8-27) 推 导 采 详 夫 方程 


1[ef — ôT |= n 
| — ` =Q; (821,2,--,m) 


8-4 JR BD Sb8R T = pmi, 3588 V= m>., 
020), HE DARDEN RES ARER HAED B 217 
E dog (wm RER as —0, 

8-5 试用 哈密 顿 原 理解 题 4-8, 

8-6 试用 哈密 顿 原理 解 题 4-11。 

8-7 His E OL Egi BS br BIB BB EK ass ds, 
4) 的 和 具有 与 之 相差 一 个 任意 范 数 (1s, 1) 的 全 导数 的 拉 格 
BIE ERL, du, J= LCase) Db st) 的 系统 运 
动 方 程 旦 一 致 的 。 . 

8-8 ATENA SEE XZ AGES , PR 
fü BE c SE Z Mt, AEE Xia s) (i), 202) E BU us 3 

* 947 v 


EARE S MERGEZ z( 2) CON GI t) E LI 

ERA S", 24 Óx(0)-Ó0x(7')—02(0)—ó02(7)-0 Ej, AX 

关系 可 表示 为 | 
S —8-- | [C934 ct (Ox Y! 4- (85 )2] d£ 


8-9 itk otS—miir (T=74, V—= og) 


在 上 一 0 时 从 亿 置 4。 上 无 初速 地 开始 运动 。 试 计算 振动 司 期 
了 从 这 一 运动 的 啥 审 顿 作用 量 记 。 何 时 计算 时 间 内 形式 为 
g(i)-ai(i—v)tg, 的 比较 运动 上 的 作用 量 S' 试 证 存在 这 
样 一 此 参数 a， 使 得 (DS (23)8'—8; BSS, 
8-10 已 知 物体 下 纱 的 运动 徽 分 方程 为 
mi-—mg, 放生 一 月 

运动 的 初始 条 件 为 志 一 0 二 3 40$ == us Y= Yrs fE 
GER, HEHA MAER $,—0, ht, mu 


S==|zz(z— zo) +g Qr 9s 


1 1 
-~y G*w) grt] 


tk SW in 
oS ag 21. uf 
zzi Bx dy n ) | + mayo 
8-11 本 质量 
为 ma 及 ma 的 两 个 夺 码 用 不 可 伟 长 的 无 重量 的 绳子 联结 , 88 
PEA m AMHER C SIFAR y, E RJ JH yE 
度 。 
+. 3549 4 


- Th, 一 TW, 


8-12. — ES a 035 SER, ARRA b HO SUCRE TL ER 
顶端 自由 滨 下 ， 试 用 近 格 明日 最 小 作用 忌 原 理 求 小 球 球 心 的 
加 速度 。 


管子 gsing(C 0 为 两 球 心 联 线 与 红牌 线 类 角 ) 


s 349. 


第 九 章 TIRE RE RUP 


17885p hr BH H EGER Y GEHE “分 机 力学 * ， 从 而 商定 了 
HPHH. BE, EREN E PHS TER B 8 yh Ab 
标 数 加 与 坐标 的 独立 变 分 数目 不 相同 的 系统 -一 - 非 完 整 约 束 
系统 的 存在 。 直 到 1894 年 羯 国学 者 赫兹 【了 er 如) 才 第 一 次 把 
纪 束 和 力学 系统 分 成 完整 的 和 非 完 整 的 两 大 类 ， 从 此 开 庚 了 
非 完 整 系统 力学 的 新 祝 域 。 

研究 韭 完整 系统 力学 有 重 枝 的 理论 价值 和 实际 意义 。 冰 
万 运动 时 ， 它 与 冰 面 相 接触 的 点 的 速度 方向 夫 限 制 在 示 刀 平 
面 与 六 面 的 交 线 上 ,这 是 一 个 非 完 整 约束 条 件 , 这 一 问题 称 为 
A EtA S H (qarm=irui —Carathëodory) [5] 
Ki, 是 在 1898 一 1933 年 完成 的 。 就 连 这 个 简单 寞 型 都 有 它 的 
应 用 价值 ， 和 癸 邵 ， 在 求 积 仪 中 就 用 一 种 边 绿 锋利 的 刀 轮 。 几 
是 带 有 深 动 轮子 的 系统 几乎 都 是 非 完 整 系统 ， 因 此 菲 完整 系 
统 力 学 用 于 研究 自行 车 、 靡 托 车 ，、 火 奎 桔 朋 和 飞机 程 落 架 等 
的 运动 。 非 党 整 系统 力学 也 应 用 于 研究 电 各 的 一 般 理论 ， 应 
用 于 研究 流体 机 和 飞机 ， 应 后 于 研究 一 般 链 式 系 统 等 。 

因为 非 完整 力学 荣 统 具有 不 可 积分 的 微分 约束 ， 通 常 的 
A Rp EHH ZPTEDÉSGSBEB RE. mA e Hp Ab eye 
HEA E., fb Eia K H 810 a gJ BJZ02E [al Eo AAE 
TEARI S A BBS E. SER xr Y — ir 29 k: 3E > Re eR 
MA hy tu y, dude. ieg Zç Së EE ku T E EISE 
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TERZ. AGA. AE em ER AT te ERE 
续 到 今天 。 

EE, EiT 2H — Eb 55 WE Z< TA fap SPIRAL E JURE 
运动 微分 方程 。 


第 一 节 非 洁 秸 系统 的 例子 


非 洛 整 约 吉 和 下 完整 系统 并 趟 是 什么 坷 怪 的 、 不 可 四 议 
BJR H JULIA TS UE — SP AUR 59 BJ 3 Z 80 FE IE E 8 9 
Lr 

9j]. e Trjg Une HP ia] g 

Ir pA RT jir EE E Hen, mk j PMA Lax 
TH REA, dun prs mss ñ 26 85 8 TEE Bi P! HJ b 48 C€ fu] A 
HEIA, TNI UE EJ mE 223 h EA Y p m. 
X HAAA P DOSE T ERE R EROS SI (8 9-1), 


X po 


(5) 


H g-1 
Pote ALET EE III US afud P nes x, qu 
JR A 3 lg8p gun] QV a fn 8 xus. WT S 
P gib cui) u la nu as pos 7 


或 者 
isinü—gcosü—0 (9-1) 

NB, (9-1) RECTORE üU£93B2; P8, WAJER, Tf 
且 是 发 面 、 线 性 、 齐 次 、 稳 定 的 非 完 整 约 束 。 赤 论 作用 于 系 
统 上 的 力 和 运动 的 初始 条 件 旭 休 ， 这 个 关系 必 贷 得 到 满足 。 
系统 的 独立 坐标 的 数目 是 三 ， 非 完整 约束 数目 是 一 ， 故 系统 
有 两 个 自由 度 。 

例 ?. 沿 粗糙 水 平面 作 纯 滚动 的 网 球 

为 确定 球 的 运动 ,我 们 选 五 个 参数 ， 球 心口 的 坐标 (xz,9y) 
以 及 三 个 欧 拉 角 中 ,8 ,FP (图 9-2)。 圆 雯 灌水 平面 无 滑动 地 
滚动 ， 窜 它 与 平面 的 接触 点 卫 的 速度 必须 为 零 。 我 们 来 列 写 
这 个 约束 方程 。 


m 9-2 c) 


EPRI, vp yak dia pEBU SIP a, MA 


* QUÀ * 


p= D. + 2 > #' (8-2) 
1 F Te T8 5 Pt J S 3] SS FAAEA O X Y Z MR3E TR E 
Bn CXF Z, E, BU 
p. =Z + Yj, 
t — ( sin jr sin 0 + B cosi YE, + ( — Q oos sin g+ 0 sind, 
T (Ë + q00805K, 
r= — GF, 
其 中 二， 了 为 固定 轴 向 音 位 矢量 ， o 为 球 的 半径 。 
ER Tiy KF Tín 89 21 28 25 a fb 28 
bp 一 0 
Bn 
XÍ + uj. [C @ siny sin 0 4- 0 cosi M, -+ ( — O cosi sing 
+ Ó sini), + (Q + oos E, x ( —ak,)=0 | 
于 是 ， 我 们 得 到 
+ a( Q cosg sinl — B gin y) == 0 
g+ e Q siny sin @ + P cosi) —0 | 
这 是 两 个 线性 齐 次 稳定 的 非 完整 约束 条 件 ， 因 此 ， 系 颖 和 三 
^ Bii. 

例 3、 沿 水 平面 深 动 的 圆 哥 

Ip] Zx E br SE H4 do Z8 ERR EE EET dX PODES PATI AE ER Cn vg) 
LIE ILTKTIET 4,0 ,9 (图 9-3)。 而 画 盘 半径 为 &， 中 心 
BU Pa tE Als prog 2=Ga sinB, 

FAS ZR HH 86 p] SE TBI A R SJ Rb PS 5, i E E SE HI RS J Bh 
ARP ARINATIE. S €. JMA thi Ta nugis R B. e UE 
EJ JB y PE K Bt, 3 C E P BU 5 E, Dp Z) D Aabi Gl: 4 
Eo U PRE TETE SD IJ gs Er 28 


(9-3) 


* opo € 


E 3-3 


t= b. + uox p —= Ü (9-4) 
MA ERER at 2 82 3] EE nA OXF Z 和 平行 的 
ARA CA Y Z p. Wu 
v= ZË + yj + šK, 
w = (qp sinp sind -+ (cosi, + ( — peot sin 8 + Ë sini 3, 
+ G + Q cos 0)k, 
r= — at” 一 -alk sing + j cosu eost —, sinieos 8) 
CT EC9-4)29 
di, Ep + EE + [( Q siny sin 0 + 9 cos), 
+ ( — $ cos dr sim 0 + Ó sinir), + ( + cos 0) K,] 
xali sintes — j cos cos d k i sind) —0 
Ep 
i 4- el b eos i cos 9 — Ü siny sint -+ oeoy)=0 
y-al sindicos f+ cos d; sinf + o sini) =0 (9-5) 
Z — a8 cos d = 0 


+ 354 s 


其 中 第 三 沾 方程 是 一 个 完 紧 络 束 ， 前 两 个 是 非 党 鉴 约 下， 5 
HUN ITE. 

例 4. Eh = 48358 AERA, Kopp 
径 为 > 的 同样 圆柱 洛 水 平面 滚动 ， 第 三 个 半径 为 吾 的 圆 往 在 
这 两 个 圆柱 上 面 滚动 (图 9-4)。 —— | 


El 0-4 


ApP def 15 ERST Ed EE OX E ZE ON VZ, 
tina OIX A OA” a ETF FEAA R, PS BE 


. 399 * 


线 天 角 为 *。 取 广义 化 标 姑 下 : 
X. Y .EEPTEERZAESUNIKOES Tm 
0 —— E Bl EE BR eS 5 $8 O X 85356 f8 
p ——kE mpm uj v 
p. gp — F Bü P3 E £0 85 PER 
EDRABADTONGWÜUDHOEGB 253 E 2D KEA 
Vo tar =p l (9-6) 
U, + t >x P. = U py 


itp 
Vo — LE EX Rz Bi DRI pk EE 
lipunaypaq 
H Fd b O, AA Peak ya P. P. Imm 
A 
Ur Ur. 下 人 留 柱 在 接触 点 P I, P, 处 的 虚度 
再 将 (8-8) 中 的 名 基 量 在 国定 负 OK Y Z 上 投影 ， 和 有 
ta = dd jJ 
c —q 608 014 p sin0j + Ok 
——(y-rp-—G-rp)etg0t - Rk 
T,= [rg,— (peoa — z sina) ]g' + [rp,— (cosa 
Kab on usa 


Fist — 


~ ge08a) ra — + (rg, rgna 


NE a) 


sin Ü 
- yea sin(8— aiT Rk 


Ur, = 2Tr p] 
Dr, —2Tq,5inaft 4 2rQ,Cos af 


e 3906 e 


注意 ,在 计算 ol oa 时 ,认为 开始 时 两 阅 柱 与 平面 X OV 的 交 
线 分 别 在 轴 0X 与 轴 避 六 /的 方向 ,将 这 些 表 达 式 代入 (9-6)， 
T fj S 
i— Rosing— (rp —34) —0 
y+ Rgcosó + lro, — y) ctg0 —Zrq, —9 
$ sin(0— a) — Ro sindsin(U—a) —O(rp, + r sina 
— y C08 2) sin 4+ 2rg,sinasin(à—a)-—0 
ij eos (8—a)-- Roos sin(6— a) --Ü( ro, + rsina 
—3jc08 5) co8 0 — 2g, cos a sin (Ü — a) —0 
| (9-7) 
关系 (9-7) 是 后 个 线性 章 次 稳定 的 非 完整 约束 方程 ， 国 
ERRA HTK HE, 
$845. 平面 上 有 两 质点 ma M m, , RAUA ihm Xim it 
{TIRER SE p B B > m. 
BJ E E a ELAT uE maljaa Su 
OM) 子 问 题 )。 
| EX ma HJ 26 BR x, W, m, 
BJ 55 PB Los Ya VO X ZE Pn 
(H 9-5), EZGE m, 二 m, yt 
fT tika 四 点 mp BH ku r 


Q x -T m" ut ^ 【~ am a F ` ` 
m, AD n. PH a HEREDI Ë H 
图 9-5 指向 ms XX E tE 2 ZU 
Hi Lh (9-8) 


"n Ta — T1 
条 件 (9-8) 是 一 个 非 完整 约束 条 件 ， 全 此 系统 有 有 三 全 自 


I 


. S307 < 


例 6 . ut J qn ES La | 2: 43 BECK s E S tJ 2T, 
MI £5). 
T&ÍHRIRRdA T P, U 
23) Kiehr E 9-6), MI 
g= r cos 0 eose 
4j =f cos 0 sin Q 


z= r sln 0 


因此 
+= T cos eos — rÂ sin 0 coggp — ro eos sing 
4j —T cos sinq — rÜ sin sing + rq» eos 0 cos p 
Z— T sinf + rÜ cos 0 

质点 速度 的 平方 为 

Cos 

囊 质 点 速度 大 小 为 带 数 的 的 求 可 富 成 
二 na pteos20—= C? const (9-9) 

HA (9-9) 是 一 个 非 线性 非 学 整 约 昌 条件。 这 一 问题 的 
实际 意义 可 想象 为 保持 速度 大 小 为 常数 的 某 飞 行 且 在 地 球 附 
Zt Kil Xj. 

gui. —JHi& mii, A L Et ER EESE A R 

Qs 102 (2-10) 
A 中 qid a A d B6] A5 $F. 

MELgeEmeru. ARH E- -Brik DI, 
3,4,5 J), —BriE£&TERU C A8 了 二 若非 线性 的 5 例 7 ) 
"ms du UE Wr S ia J E At ad A C A l. D h Tr8y 
S Mim EE Ko ag C 916 ), diit F suis s hu C B, 
2.71 325 5. 
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A 


第 二 节 —NMabBRGE3EL E70 38 
p£GÉEdqmiBRES8 # FF 


TESTE — S Pe TTE p r yR A E E ro HH Z rE 
PrfRODGIRqROl-43)$810(1-490, 3E: 3 ES [ ## cP r APN 
er "T mom 1E 
ARERR PLUS 2 yE N, EXTpSO CER REET d 
C 微分 HR 0340, ARIE ë ara F BJ 84. DE 
Ap-Fe-ErdEf&MEdBRTEGE AUTRE Ua, ix [eU TH HRS T 分 
之 可 的 非 线性 关系 。 贡 如， 质点 受 有 速度 大 小 为 仙 革 问 一 阶 
TE £E Pe JEST H ZJ SE 

i+ git gim Ctm const 
将 其 与 成 微分 形式 

(dq, + (dg, + (odo) —C"* (df »' 
J g REOR Wi, RI ZE FE EE [BA PEERS 

(8g)! J- (C09) + (6g,)* — 
HHE ES 5g,,0g5,0g, VA AE TE HR. EEFI BH JH ——- 
Ju 6 RS EI ELSE C J p XA Eu PR Sy 2 EeBdil T BOXE. TNR 
xXx BM mS Sg. JE eu EE MIBIEN, 

Hle. SHP -ii {EAR PEHE SE E eum 在 PEE ME aa 
JPG. AALS Glas Ew. F mjra AE o 

(1) 线性 化 方法 

A — B T ga RE: za ae esa A J XCIl-105, Tl 

WEE atha Bis CN UNN Eia Yis Zis EN UN, NE) 


mm (9-11) 
t odd e 


RUE pude O" O Ât t Omx Ou O: N 应 满足 关系 


B (Cu c3 Ls 
eq — 8 - ò = 0 9-12 
P Qa. + Q; Yit DEL ) ( 7 


"T Ac qu LOI E ME Æ g He NUM ). JU ESTE 
KEEK p EUERE, [ESE a] EEX H GA BN fH 
T. RE BR D EHE fE Ea — Bir dE #& E 3F Së 3 fUXREJIS SP AY 
方程 。 
妇 堪 县 夫 定 头 对 约束 是 完整 物 和 一 阶 线性 挤 完 上 整 的 情形 
ARA. PrE, WARE, AER 
F (mi, i siat ZH N N=  (a—1,2,-, LN) 


(9-13) 
我 们 将 (3-13) 对 时 间 + 求全 导数 ， 则 有 
OF y 954 d zx 
` 1 C g L8 s 一 
P (ry + EHE dut (9714) 
T) Ri £3 EE HB ZA E (9-12 ), e 
AE x vr "a 
A x, dnt Š 2n) Fim Ü 
aa) (9-15) 


这 与 (1-48) 一 样 。 而 如果 约束 是 一 阶 线性 非 完整 的 ， 其 方程 
为 
Yanti bait ea)+ da—0 《8 一 1 2 ,9) 
(9-16) 
BUDE WERE X (GC, xx nc £g x U fE de br $8. p B 28 (07S 
$) (au Br, Beidys aa 82 jije 08 —1,2,--,g) C9-17) 


" (1-49) —kF. 
. 360 « 


AR -—Erdb ME RSE EIR SRO X R PORGEHE 
Fei, 201-37), Bh 7 (| 
De totar inr Me 2 (9-18) 

WI TJ AIAX mE 


> p (8—1,2,—,9) — (9-18) 


(2) 庶 位 移 的 新 定义 方法 
这 个 方法 认 轴 虚 伺 移 是 发 生 在 速度 空间 的 ， 即 系统 中 点 
的 笃 标 和 加 速度 不 改变 ， 必 速度 发 生变 化 ， 故 称 为 “ 速 麻 空 
IB] BU RE TE" o DK xm debi E 196445 pH Li # LE E ^P F bP BH 
确 提 出 的 ( < 力学 学 报 > 第 7 GS 2 BH, 19644p), 
| mR 3A SEG — EB E Zb E JES 294 (9-11), DqXAHXGE 
br E ÆA 28 rE S E E Wu, IN fb EE mm EE a Yisa 
ENYN 92N Æ, RELE Diiis U En a NE» Ru 
4E BS 62,,09,,02, 0X2 p Uy OS a TRES DLE ELIA 
XE XD. MER IEEE, FTA 
Dg(x. Vii i Xx YNN Z OO Li Oi. E FORI, 
eUEwdOZy.FHMwydOjxw,9wdO02y,:0)-0 (9-20) 
A E 
GQo( x, ,--- ay h HE OX, uo Ey OZ y E) Palza 
Zy, žy =l 
将 上 式 展 成 索 蔓 级 数 ， 并 忽 咯 高 阶 小 量 ， 则 
x (Pe 5 62; )= 0 (9-21) 


i21 


xx SA. tix EE LUE BIB M F dB i 93. 93; Ph ijj RED * fro 
XPYJÉRQ(G-18)B892g3R, HOHE SEDE pLEPOE X. fj 


«able 


> 2Ps aq ,=0 (8—1,2,---,0) (9-22). 
Os 


# = i 

“PR EE [B| e rS" (9-21), (9-22)5 UD ER HE 
E XCCS-12), (98-19) BJ AEEUDUTE-E ME tr ea S C, su AGE 
RES, MEERE. 

由 “速度 空间 的 虚 位 移 " 定 义 ， 利 用 菇 尔 当 原理 (8-25) 林 
以 推导 一 阶 韭 线性 非 完 整 约 束 系统 的 运动 第 分 方程 。 


第 三 市 ”一 阶 非 线性 非 完 整 约 来 下 实 位 移 
at TE 13.45 P 83 XR 


第 一 价 第 三 节 中 我 们 巨 经 说 明 ， 在 完整 稳定 约束 下 实 伺 
移 是 虑 位 移 中 的 一 人 个， 在 完 吾 不 稳定 约束 下 奖 位 移 和 不 是 庶 
移 中 的 一 个 。 在 线性 非 完 整 约束 下 ， 如 果 约 束 方 程 对 于 速度 
是 齐 次 的 ， 则 实 位 移 灶 于 无 数 庶 位 移 之 中 ; AE SRA aA 
于 速度 是 非 齐 次 的 ， 则 实 位 移 不 与 任何 一 个 庶 位 移 重 合 。 这 
一 节 里 我 们 研究 一 阶 非 线性 非 完 整 约束 下 实 位 称 外 于 无 数 
虚 他 和 祝 中 的 充分 必要 和 条件， 而 完整 药 束 情形 及 线性 非 完 整 约 
Wf IE ELtUIMN f RTE Ji o 

|. -PM ERER RFT p pE 
RE 

没 系 统 所 受 约 曙 为 (9-1123。， Bp 

(almaqa 5,04, Virti 4)=0 (91,2, N; 
B—1,2,.-.,9) (9-23) 
dup orfEmPaERHBAIE X, £U:R(9-223) m4 HE FE 6xwi，。…:， 
Quy LAE ACI -laJ BJ 
. 362 . 


TL (9-23)58 E ze 
> rS ee a. )=0 ( B —1,2,---,4) 
(1M, Gti 
(9-25) 
MS TE dti dynd $45 RL 77 tE 
S (FPE ance STE ayt FTE de, )~0 (81,2, 
22; 
(9-28) 
rE$;(9-2635(8-24)1H.n,. SE ducER AE F To SLE De Te 2 s 
Bc. WRZE T EAE IB, JUdfECO-2598$[J 
un 


> 


—— 一 一 一 


于 DERE 了 必要 条 件 。 
4 IE C9-25 dg YU F2XESEBE ta, Vi, 为 齐 次 的 情形 
RR aa 因为 由 齐 深 通 数 的 欧 拉 定理 ， 有 
PN oe ER) baBaG oni, 
$91, 84, 1) (9-27) 
其 中 ra 3 Pa 的 齐 次 性 阶 数 。 H(9-23) 90, (9-27) 28 
aF, 
PMLE d BU HIR 3 ge EEA 2658 26 Fo Aeth 
尔 例 中 i， 约束 方程 为 
TEREE (9-28) 


= 303 + 


11(9-28)55 B 


b-i- bg gi 0 (9-29) 
TOTUM | | 
c5., 00 eb . bog b p 
-— T LI — — — = 
ax to- öy y u EN G RT Ge V Q+ 2° 


+8=- D. Et eid 


Fame eh (9-25 SRELde RD. Te A RB iD BEE, GN 


26 _ Z s 2 9. y =0 (9-30 
a Va Tg. pur tt? (O09) 
n1(9-295) Xi, ZAE dr, dyd? 满足 方程 
dz — -v ldz} (dg) = 0 
ë Ó dry dw o 9-31 
或 dz—— VA ji ( ) 


9-21)/3(9-30), PPAS R FELE P HE DE Te Z rh, 


2. RRETESDSEMUAECR SOHLID ETETE PARER 


件 
下 述 充 要 条 件 ， 对 于 线性 齐 次 非 完 整 约束 自然 成 立 。 设 


系统 所 受 约束 六 
N . , ` 
Pg= Z Cai + Dai; 十 “ai 名 一 0 (B=1 ;2 Talia . g) 


(9-32) 
ER ca Dai Cai JQ45 TR AR E AeA A o drae tr (9-25) 应 
ETCS 32), MiA . 
`. g) 


N " ` - - 
guest baiYit “ežio m0 (851,2 


204 * 


C3 


如 果 系 统 所 受 约 束 是 线性 非 齐 次 的 ， 即 
和 0 
( B —1,2 ,-.-..,g) (98-33) 


AES. 2o ° ' 
> (a5 5e 25, + o 8 Ži )- > Oa; Z; + ELE 


+ ca, Eu) sat (9-34) 
于 是 我 们 由 (9-25) 得 到 结论 在 线性 非 完 整 约 束 下 实 位 
移 处 于 虚 位 移 中 的 充 要 科 件 是 约束 方程 对 速度 的 齐 次 性 。 
3. ENR PAPATA THER H 
我 们 研究 一 般 的 完整 约束 
F'a(r41,24,2)—50(a2—1,2,---,0£,9—1,2,--,2) (9-35) 
得 (5 对 时 间 TY 得 到 


B= $5 E à) ei =0 
(a=1,2,.-..,1) (9-36) 
应 用 答 件 (9-25)， 我 们 有 
S ODe, | eb... | 90. . YN š (号 9F. 
> OX T. Oui Hi A E 8 )= > özi Ta Oi Yi 
oF z _ _ GPF _ 
+ Əz; t e£ (9-37) 


条 件 (9-25) 不 满足 。 
于 是 我 们 由 (39-5) 得 出 结论 ESEREET EOE REIR ALT. 
dh epi qe SAPE RE AUCI BORA EE £. 


e 205 = 


第 四 节 ” 非 完整 条 统 分 析 力 学 前 
运动 微分 方程 


第 二 类 拉 格 前 日 方程 是 整个 完整 系统 分 析 力 学 的 基础 ， 
它 是 内 达 闭 伯 一 一 拉 格 朗 日 原理 各 -3) 出 发 ,利用 到 个 经 典 拉 
TE HRR (4-8) & (4-11) 得 到 广义 坐标 证 的 达 朗 伯 一 一 拉 
榈 庚 曲 原理 (4-19)， 并 出 39s 的 彼此 独立 性 而 得 到 的 ,但 是 ， 
恬 为 非 完 整 系统 共有 不 可 积分 的 微分 约束 ,而 (4~19) 中 的 dgs 
不 完全 独立 ， 因 此 不 能 得 到 第 二 类 拉 格 朗 日 方程。 

第 八 芝 所 研究 的 基本 微分 变 分 原理 一 一 达 朗 伯 拉客 
BH HDBOPH. x 4 25 JEU BR 1X r BUER RT E IZ PHA BE 8L A5 2x 
Fibi me EEE., TB. ix UI ERGe E S 3E 56 EG 
统 分 机 力学 基本 运动 微分 方程 的 依据 。 

直面 我 们 简单 疗 绍 非 定 整 系统 的 多 敬 【Routp N i, E 
WT d; Camar) Jj $2, tR pell) FRATER 
森 方 程 。 


PEN OY km 


设 力学 系统 受 有 了 个 学 整 约束 


EF ak Xiti Zi TN YN Ns) = Q (az=1,2,...,1) 


(8-38) 
及 ç + SS aF 3E 56 HE £S TE 
IN 
Zo (Ga di ba dat Cain + Jade —= 0 (86—1,2, 0) 
(9-39) 


4 289 * 


PAJA w q GE BOIT WO KS qu(81,2,- ,^), n—3N — 1, 
MU(9-38 K Spa E. 1109-3938 3 X Ain, P > PE EE 
HIE z Ë 


e 
-25 A dogs + Pri ai 
CU« 
cà dat dt dš 
Xx m QU; 
dz;= > 50。 das FF dš 


和 人 信人 f 


ex Oui 22; 


N er d*i 
EG. ERIT P T ai 3f +a, 


便 得 广义 坐标 、 广 义 迹 变 下 的 非 完整 约束 方程 
$ Aasdgst adi=0 (B-1,2,-,9) (9-40) 
E AIRE, £r DU: RE hr 32 EAR SEA 
Š Aeðge=0 (B-1,2,-,9) (9-41) 
如 果 开 始 不 计 非 完整 芍 束 ， 那 么 达 调 伯 - 一 - 拉 格 朗 日 原 
可 与 成 广义 坐标 形式 (4-19)， 即 


a d oT , oT _ _ 
>; Qs — Gar Bo | 94. 0 (9-42) 


ATE 9 TAERA JSE (9-40), ERHI ôg, 不 完全 独 
3E. BPE- BË 22 q; — 3 piku DH H TR. 


ft ZE, RIIA g 4CTOEEÉ Ms(B—1,2,.—,9)0, X 
(9-41)38 上 he 并 对 忌 求 和 ， 得 
Aes o 0 (9-43) 
将 (9-43) 与 (9-42) 相 加 ， 得 


S; d OT , eT d | 
Aj Qs — 2 F, ^ Jq; + 2 ass 13g, (9-44) 


ff TREO EAE EC e 的 值 ,使 方程 (3-44) 中 不 独立 
的 变 分 6ge +159er29"**9 Ögn (8 一 和 一 9) 前 的 括号 中 的 表达 式 
为 零 ， 即 
CA eT aT 
d£ Oderr ^ Oqe.y 
(7 —1,2,---.9) (9-45) 
因此 时 (9-44) 中 óq (o —1,2,-.- ,0) ER SI 88, 故 这些 变 分 前 
的 系数 汶 淮 ， 有 


Qu— B+ Bt hdas0 (0—1,2,",8) 


十 È Ne A aeg =Ù 


(9-46) 
联合 (9-45) 及 (9-46) 便 得 


d T of ( s —1,2,..,n%) 
gz 0j ou Tt Rye 


(9-47 ) 
2; f8(9-A1) ut k — Vr ER E 3F SE BE 29 RR S BJ P 2E HE. TOME 
p 2uu y; 3303-40) fi P| SR E md g ORO EE 9 92 t sd Ais» 
EE A 
Wit TUE DEI GGU XEGECTRE EJ P —. HR 
方程 铀 结合 的 产物 。 因 方 程 售 有 不 定 乘 子 As MIR TRA 
» 368 = 


m. seges FL H Um BH Ea FE] T m—(m—g)= g Ts 
LK H: XJ H 38 RA AKERRA HE. E iX ES Hy a 
X ELíeHg à, APL (9.47) # A ARAS yE 3 T Aa 的 项 实际 上 
就 是 约束 反 力 ， 因 此 Aa SFO JSU E MS f SRDH 2 xk EX 
F| Kms, Hd ELI RIDGE B y RRN T] e 

FARTS H E-TEN a prae RIE E e Eg 
IR i Efe 

BED SE A BER r DI n AABE d. di» ccs Qa 米 确 
E, J3EPXEAJESRCO-18)8j OS phi MB 利用 
HEPR, £gudndgsBiíndE4R DugsefpR27j(9-19), 3p 


$m 54,—0  (B-1,2,-,9) (9-48) 


ib ET xS; f2a(9-47 )myce4u Aie. 3516821 — Er AE k tE dE 
Sg SE £^ we OLI E 25 ZEE 


d 2T Lr € Cpa (s —1,2,--,n) 
dí ds dq E Od. n 

(9-49) 
3:$8 (9-49) HH SEHEN X (B.C.Hosocenos) 1957 


4p 8 Ei 9*1, 

jjf(9-49)4k 9] E "ai Er iB) BH r g" x, AJB Zh 
ZR 35 Jgi FECS-25 )OE ME Fo 

PE 

jl. "anneruu-Carathcodory ( E ——-EFD Pe 
Be A.B ) 问题 。 

T AUR CUBE oe dE pK ATIS Mi EJ ms E n Hi 
PAG 48 SEE ey Jo, Mata C fer ilii c RS RAS C. 

: 369 » 


iEJJIY Nd Eb, H C P=a( 9-73), Ba, y 0 ADAE 
Bk, 则 IE S8 Seu ya S FJ (9-1), Hj 


图 3-7 
oT (8-50) 
Bo C B) 38 EZ 27 Bat 7s 
y — M" sin d, 4 十 añoos0 


y St ES 38 2U a RP, Z Z EU Sl BE 23 

P= ot + Fm[(2~adsing)’+ (+ a0c056)] 
(9-51) 

3k E — t 3 A, WWEE2EJIFEECS-47)55 

mS (x — a6 sin 8) sind + X 


mS. (aD cos 0) = — cos 0 Y 
d .,' t lA. . 
Jolt m 7 [0 — a6 sin d ( — «an0) 


-+ (y + ab cost )acos 0] — [Cz — a0 sin 0)( —afcos 8) 
+ Cyt a6cos0)( — ad sind 3] =M; 
(9-52) 
. 370 c 


HapX. Y JSE HU E k EB3 ESE, YERE, 
Mg 2 X185 3:58 3 3: 257] 38, 

为 简 六 起 见 ， 令 X=Y =M=, Bl A26 IEE = ZF 
ZS Ein EAEN. XRDDGEGKQJRDENBUEÉ. EEREN Pe 
《9-50)， 方 程 (9-52) 可 写成 

m5 (5 — aÓ sing) 一 和 sing 


m5 (9 +o eos 0) = —Acos8 (9-53) 


(J c -- matj — me 0 ( cos 0 -- 9 sing) =0 
书 (9-53) 前 六 方程 洪 去 A SERRE CO -50A 3: p, 3 
$4 — af cosg + xüigü —0 (9-54) 
由 (9-53) 第 三 个 方程 利 压 约束 方 称 消 去 S. 8j 
Cpr+ar)doosf tads—0 (s= ŽE) — (9-55) 
TYL 


kG-S4)se pi 2... -5R Ds sun, d) 
M 2058. (y. Lat 6l =o 
上 式 可 积分 为 
Z + Ck* +a? 0? — const 


AH HUE AI XA hy, Mj 
og "- 1 EJ 1 
sg tta )9* =h? 


E +i? +a?) conti -Rhicos*0—0 (8.55) 


A 
"i 


eile 


出 此 得 
= tv h? (ki 6 eos (9-97) 
3í(9-57)41$ A (9-55), fü 
(E -Fa*)0--a hi (h tajd? 6—0 (9-58) 
RPE BE ERRER EEZ. Sos, 4d 
程 (9-58) 可 写成 
(E? at do 


— 9-59 
V hi — (k: Fw (9799) 


TE a? 
VPF atare cos (275^ o )=a0+ O (3-680) 


3r H. 
vk ktat 
O= hE tatart eos (s y) — ab 


EH wgs 8,5 B4) P x, 


Hi(9-60)8& 
w“ ht + a2 C + a8 
UA e= es pria 
EE 
qo — 88 _ Ja cos .C t a8 (8-61) 


di v hija: V hš +mnš 
将 (9-61) 分 离 变 量 ， 楷 


dd EN F 
. A CN MEM —1 + Ü 
| ET 
v kt +a? l 


Aon O! ABATE’ Bug 
. 372 * 


v h: + z“ 
并 求 积 分 ， 得 
工 十 si Stal 
1 uz EN 
gm Gig) C +O, (9-62) 
si = 
V h> -r a? 
由 此 解 得 
. C-Fa0 | 
dn rpg dO +O) (9-63) 


这 就 是 已 对 上 主 的 依赖 关系 。 

六 日 == 下 让 代入 (9-57)， 并 积分 ,得 r—2x). PRU 0 = 
(5$) x—z(1), TI EDGE EO- 

y=y(1) 

以 上 称 为 查 清 直人 钨 问题。 如 时 质心 的 投影 不 和 许 刀 片 方 向 
上 上 上， 则 称 为 卡拉 提 奥 儿 里 问题 。 第 一 个 问题 是 在 1898 年 解读 
的 ， 秆 二 个 问题 是 在 1933 年 完成 的 。 

@J2. MAES mR S S 41 AE Rh dE Bs 3]: 5 3825 
束 ， 在 千里 中 心 引 力 场 中 汐 运 动 问 题 。 

和 解 ， 质 点 荆 受 约 东 是 一 阶 非 线性 的 ,有 形式 49-9)， 即 

= TF 202 + zt p'eostg—=O==const (9-84) 

因此 


~ 


eq 
I: Ua BU SH SE JJ 


T -一 y mel "E 十 Sig 二 22 cos -8) 


26 car, =r, D = 2 eos (9-85) 


“ 2í3 * 


i ; aT 


TAE =m*?, CA. = mrp'oos*0 + md: 
me, a — vi? sin Q cos d + p> (9-68) 
o — a z eT — 
2n — mr pcos tp, -ap = 0 
KARRI SJ 
„M 
Qr= — Qi—Q,—0 (9-67) 


其 中 My 为 引力 常数 
Fi da ae nl) RJ F 25 :方程 为 
d OP COT Co +a 29. 


di Ə? Em oT 
d oT eT 8d. 
di à a  Q*t^-^8g- (9-68) 
d aT OT | ad 
di Op dg 9^3 
3&(9-86), (9-87), (9-65)4& A (9-68), 4 
UY — mg eos + mr? = 一 T HAT 


m(r*ü + 270) + mro? sin gcos = 22478 I (9-69) 


m r ceos *0) = 2xMM U g cos *0 


ki” — a HT: ` D 
第 zç 查 浦 雷 金 方程 


1. 查 浦 雷 金 方程 的 建立 
ix JJ E GR Se BJ F JE di m SP XAR Gi, Qas tt, Qa 98 


+ 7 


定 ， 此 系统 受 有 4 个 一 阶 线性 、 章 次 、 稳 定 的 非 冯 整 约束 
de t7 D B, z. dr (9-70) 


(8—1,2,---,9; 5 一 匈 一 8 
HARP Berto I 73 dis ií" 58] fe £5] Pq Sa Hi(9-705 31 
ETT RE SA 


5ge+8 一 2 B; ,6.cŠgo (8-71) 


(£--1,2,--.,g; 8=T-— g) 
58411 rh c XH md 38 B8 HL ICE (4-19) H1 OE ESA 
雷 金 方程 。 设 力学 系统 是 保守 的 ， 力 函数 为 可 ， 则 广义 力 为 


Qs 一 -5 于 是 原理 (4-19) 成 为 


"/ a T or |0UN _ 
Aud DU Ve (9-72) 
VOR EUR 9 个 循环 坐标 eris Terra "s ns HU zbBRT E 
BE EU 与 后 面 Y 小 广义 泽 标 无 关 ， 于 是 有 
aT "I B—1 A ar g 
— — =D =Ü ft. 0? 9-78 
Oqe, B , Adel ( g=x>— g ) ( ) 
将 (9-71) 代 入 (9-72j 有 
sf dd om, 0T , 2U NA， 
( di 2d. V óde ^ qs je. 


ET 
d 2 cÈ aT aT aU 
Y 11 55 € au ; =Ü 
+ = A dé Cled u p PNE eL PN Be 8 oo 


Ed i T ng 6q (G= 1,2,.:-. 8) |H yr (0), fig D x Margi) 
型 方 稳 
«3754 


d eT ər oU < (2 aT aT 
L— -- 十 六) -二 一 -一 
di OQ. öge  Oq, ANHE Öğe — Óqe B 


"HH 
-)Bhse—9 — (0—1,2,-,9) (9-74) 


fé 9-73) A (9-74), 得 


d OT — O(T-FU) > dá ef RN 
dá ode Oa t Eee )- 0 


(0=1,2,..,8) (9-75) 
REIESE- FMH 关系 (9- -0 从 动能 于 中 


HERH gA ges, dos T, nj 
TP (9.9. de, 41,03. 7.0: — T (8,,0,, 5,95, 


Qiu, A Peeods s, D Bao fa) (9-76) 


oT A 
2d, -2 +È- ALT Be fio 
9T — oT ,Ww Əf dade.8 
一  — T - — 46+ _ 
2qa Bdge 4-1 OQ. a qg; e 《9-77) 
OT | 44 aT <s Bs,, . 

> —: NY “ein, 
age ' 4-1 dee A dg P 


由 (9-77) 第 一 式 得 
d ƏT , & 3 (. oT y= 4 oT 
dí EM 8-1 ) 

3 or S Borgo = S. oT $ oT 

zi Öğe g dí dé Og; 4-1 OQ. 


f Be Bam FT 
MEL 0-78 
> Um (9-78) 


F = 


将 (9-77) 第 二 式 及 (9-78) 代 入 [9-75)， 俩 得 


二 了 o 


a 2T —. oT ƏəU <, 9T S (98. 
T Og. du. Pla AE Phe FAN qe 


9B 8o ^ EN 
Ew jd»— Ü 


方程 (9-797 — ARIE, Tig 9x E S + #& # A H 
FRH. H: KE], Wr il E m2: pe (9-79 im AF 8 S pn 3 J , 
ERRERA, TRER, A RTENE p isfU:R7 Ei 
H DIEE H #J RA ROR ti 80 F IERE E AE 22 8 38 
£s. Dj 23 


(0 —1,2,-.-,8) (9-79) 


Per ODE. — Q 
Oda Qy 
时 ， 则 约束 {9-90) 是 可 积 的 情形 ， 亦 即 系 统 是 完整 的 ， 则 查 
浦 雷 金 方程 (49-79) 成 为 第 二 类 泣 格 朗 开 方程。 于 (9-797 知 。 
在 非 完整 系统 的 运动 方程 中 不 仅 包 含 考 虑 到 约束 的 动能 T, 
述 包 含 原始 的 动能 TT， 和 而 不 能 仅 了 包含 它们 中 的 -个 。 

查 请 雷 金 方程 的 优点 在 于 它 建 妆 了 一 个 不 依赖 于 约束 方 
ERJA IBA ES BIG. SnHICS-790 RES gli), gal), 
elfs WARR Qa, (£), quCS M ap [H 29 r y PUE T8 
AE. JS E MB ur) PF(9-79)fj RUBRA EEBRGSU, dU r. pM 
# J I | HA AIET AA ARTIS Z8 EE JU E SB XR ERG GEE. LH 
"pud TB EU EE E BL 6 JB, 

IUBET s 27 Pe 9-79 A EE] ZÜJEDSR SF St. GRÉ E, 
€; XJ] Qs, WERTE, MI BB — F DH R Jš: 
理由 的 主动 力 的 虚 功 可 写成 


T = i 
> Gag = > Qola 十 > Q.-.6 Oqa, 
EE 9-1 8-1 


* 377 a 


将 (9-71) 代 入 上 式 得 


> GÒT = PCT + 2 S Quo Bo. ose qe 


4 
Q = Q + 2 UNT (9-80) 


YQ. ògo 
= = 1 


Wir 
J Axe BUE dEDRSGI Gd 226 BJ H 成 
d oT V (Hofe 


ee 


> Qs gs 一 


(一 1,2，…; 


krim, mie, rin rH ri, ame mE, Dm mme ———— aT me n 


2. 广义 查 浦 雷 金 方程 的 建立 
现在 我 们 将 次 请 震 金 方 往 挂 ) 到 一 阶 非 线 性 非 完 整 约束 


系统 。 
设 系统 变 有 # 个 一 般 的 一 阶 非 完整 约束 c 
Q. A=. Poss Ga, f ) (9-52) 
B—1,2,—,9; e—n—9 
( $—1,2,c-,5,; 0C—1,2,-:,8 ) 


BuedlTEBUUXPRHBAIAEOGX(9-19), MA 
uc E het oge (out 
(9-83) 


E = 1 


„g= — g) 


类 亿 于 前 面 49-~74)。， 可 几 达 六 让 一 一 拉 格 明日 原理 得 到 


Thog tu Jy TE 


. 378 a 


. d ən | OT, 4 d 2T 
( Qo dí 8d, | Pg ) m v Qe P KG Teea 


- 2T ) dea. — 0  (0:-1,2,-.,8) (8-84) 
C erg Os 
D XQ Tp4EDR(O-82)3)d: dila 而 得 的 表达 式 ， 则 有 
er (9T XQ w 27 .— OT — Oque 
6j. Od. sel Bders Ode 
oS 9T des 


dge Əla si öğe,a Île (9-99) 
oT —  ef' 十 2: OT Os. y 
Ceg Or ig Yal Oq. y Or. 


| . eT eT oT . 
HEH pE ARIT pi, 2L, — 9-845, 并 令 
将 HL yb BEES) E Ë oq , PM EAC ) 3r 


= 2. Pera 
Q, Qo -+ px 4B EN 


tr 
便 得 
d oT oT V. oT _ Pde, _ T _ oT T EtA 
dé Odo — Odo KTI Oq: do aTi fese s 


=O, (0—1,2,---,8) (9-86) 


+ d ad Or, ğe eq 
人 e+ + CUetrs Chery 
其 中 at Oo Q qa È Ode ey qo 


(9-87) 
方程 (3- SOEK X ONIS, 它 比 查 浦 雷 金 方程 
(9-79), (9-81) 9 — Rx, i& HIT 8 16310(9-82)f — 3p 3E 
HE JESE R PJ Hi Aite J fe (9-86) 由 苏联 B. C. EIER 
LITERS 
u3&$50(9-85)mp4i ER 489. 86 [Ul tz EHE SEU 


+ 


d OT oT s oT EAE: fera jeu 


dí ti 0d. — ge a Perg Mdt Odo age ` 


— 


LAS Olesa _ Odo 


3. 例题 

Jl. SEIZE SE K JE JH F, WAH su JK yo BIB E 
动 。 

WE. 如 第 一 节 例 ， 取 贺 盘 中 心 学 标 症 。， 3 及 三 个 欧 近 
Hyp, 0, wP XH. JERRARD Fe J(9-5), HJ 

& ra (d coniioos 8 8 singsinl + ood) 0 (9-89) 

# T cd sindicos -+8 cosp sin 0 + gp sin yr) —0 
以 及 元 整 约束 


4, . 0T Oera, Q, (071,2, 7,8) (9-88) 


2— aB cos 0 
念 图 盘 质量 为 到， 对 通 这 其 中 心 在 国 益 平面 内 的 辆 的 证 
ftp nrJ A, WET EB] mJ 18 DE E rh qm em lI 
SER uto O, MH a| g Bs sh GERA k 4-33123J 
T = m+ g* + Z*) ++ dpt Ag+ Ort) (9-90) 


其 中 PP，9， 了 为 罗盘 角速度 在 与 其 辕 联 的 轴 上 的 投影 ， 用 
BK qu HERRE ERY 
| p ==) sin sing + ó cos 


q = j sim Ü cos p — 0 sing (9-91) 
p = j cos + p 
将 £ —o8cos8 以 及 (9-91) 代 六 (9-90)， 得 


r 590 + 


T = y m( Eg) I matóteost0+--(A6* 


+ Add? sin?84- OC eos d+ pt (9-92) 
3$((9-89)4& A (9-92) ii Z; Z, y, F 
m 一 1(4+ mat)? + Aj? sin*ó 


+ CO 4- ma? )( ir cos 0 + p° (9-93) 
由 9-89) 知 ， 约 束 是 一 阶 线 性 齐 次 稳定 的 ， 且 约束 系数 不 合 
Ze d à IH(9-92) TT & x, y C HA Y, v»), HA 
的 主动 方 仅 为 重力 ， 力 图 数 为 

U = —mgasinü (9-94) 
BU DAS fk h E. vw. HE. HA BETA TEX IR D. PRI 
用 查 浦 雷 金 方 程 (3-79)。 3d METTI 


d OD. BL _ d ICO t mat) p+ eos8) cos 


dé oj Op dé 
+ Apain td) 
d oT öf a anA 
gi ag OW Tar (At mate] {0 
+ muat) ( d cos Ü) + p i; sing + À 2? sin? eos 0k 
d oT of dj, org . 
SC pg Sp Car 60 0beosd + py J 
(9-95) 
jJHC9-94) TE OAA 
QU _ QU o, QU _ mgacosð (9-96) 


OQ o ëm ó0 
TEHERREL RARR 3 b 3E56 EODD. $ 
qi. qi— 0, qa— Q, qu, Z, ds y, HIC9- 8957 
. 381 » 


B, = —acos cos vb, B,,—usin sin wv, B= —acos i 


B, = —acos sin vr, B,,-— — sin ücosvr, B= — a sini 
因此 
> (Fies cr E 
= ôq, dq, f, =aesni 
AM/SB,, OB, _ 
ACT ög )4, G b cos yr 
oT 
X. Bg =m == — mad eos cosi — ô sin 0 siru 
4 
+ p eos i) 
eT . . . . 
dá, "bc malh eos sin + 0 sin cos j 
5 
+ p sinp) 
于 是 得 
LET (Beas Bran q, 
A — y= >a Og, eq» 
= — m 2 sind ($ cos Ü cos Ji — 8 sinh sinis + peost) 
v ma? cos (sb eos 0 sin  4- 8 sin cos + ë sin dr) 
= mo^ tp sin à (9-97) 
类 似 地 ， 有 
+ aT 8B _ en 
` A Scd. M LL: = Ü 
STA QU... y-15 FEP eq, jó, 
3 ar A. 0B, ar OP au . 
£= Se A Bg eq, /4 
== 一 mai ó sin 0 
(8-98) 
WR (39-950), (9-36), (9-97), (9-98)[V A(9-79), E 
得 . 


* 382 » 


DAC mat)( Q+ dcos 0) cos 0 + Ad sin20) 
+m 6g. sin 0 

{CAF ma!)6) — (— (C me!) (4 cost + b yj sin g 
+ Ab sin 0cos h} + mgacos 0 =Q 

FACO + mat (h cos 0 + $)) — map sing—0 


(9-98) 
Jj 2(9-99)gk e Spin s 4POPTR, EPO EU SS S= fE F 
ARER P, 08, P, AEEY,’ ,代入 约束 方程 (9-89) 
IRC, We 
$02. — HE EX m I P A 50 45 EE RDA s 3 ES SE 
HR EE b g A Z5 EAS o1 RE 
NW. LlS| dO D uim, BRA BUER PA 0, 9, PH 
X ABI, gi t, =b, g| = 9, PUR TR7JC979),HJ 
F* + p2 02 + >t ot cost = 0? = const (9-190) 
我 们 利用 广 立 查 铺 起 八方 程 来 建立 顺 咕 运动 徽 分 万 程 。 
质点 的 动能 为 
Tm + rt 0t + rtp? cos 0) (9-101) 


考虑 到 约束 (9-100)， 则 动能 为 


Eu 
0 (9-102) 


e 983 9 


ST qs cos: 8 (9-103) 


pr Ch Ph nó 
qr? cos * 9 


pito pL 


$e 220 T 99 + eos 0 
or presos? 0° Ór r pecos: 0 
oD Ü op 
_ —— m — - —A—a —— f 0 
EY, pcos h a0 g 
因此 
r EEA dp 中 
Ti dis OT êr 
 rřocosĝ-— F (ry cos 6 + + 2 p eos 0 — 2:790 sing) 
中 278 cosh 
+ $?cos*8. 
~ yot 
r= 2è) 29 
T= a/ 38 
| peos- ücosó-d-2p6 nO 
v $?cos*0 eigo 
(9-104) 
] XLI 2 
-Q = TMY 
@ =Q, pš (9-105) 
Q,-—0 


DoxO HT g JpRRCO-880IBUD N 


° 3994 ° 


-第 Tt, s Ti =Q, . (9- -106) 


9-103), (98-104) E (9- 105) 代 入 (9- 106), -并 简化 得 
Ay 
p? 


P — ğ— rý? 一 2 二 296tg9 一 r$ ciet 


pt) — p 4 + 2r:02tg 0 +r preat sin 0=0 


(9-107) 


Rh MARJA 


法 国学 者 阿 沛 尔 (P. AÁ ppell) j 1898 448] T ÆR EA 
同 于 其 他 人 的 一 防 此 性 非 拖 整 药 束 系 统 的 运动 绷 分 方程 。 这 
方程 不 区 适用 于 完整 系统 ， 和 而 且 适 用 和 王 正 完整 系统 。 本 世纪 
AFERA AGI EC WH ZS 2 a JES J gI — BY 3E #& FE 3E 56 d 2 SE RS 
统 。 

l. MRA fRBUERT 

EHARA AERA n dP XS... q« 2 nfi 
定 ， 有 有 8 个 一 阶 非 线性 非 党 整 药 束 

Qs, 8— ea (gs ,90,t) (9-108) 
( B —1,2,—,9; =n; 
g —1,2,:—,8, 8—1,2,-,m 

Pih Pa HIS BRC8-27) LEE OK H Sp RT 2825 da. ERES PT 

Jii EE (8-27 )35 bk EL 78 4E EOD X 79 


N 
pà i( — mitit Firði tC ma t Fiet 
-1 
(mib + F 85 Y= 0 (9-109) 
. JAG s 


HRAPAR, nsum EI GERE. P^ UERR 


* _ Ar 42. Qa; E 
Tm pa qe r "i Bes 
noop Ili 2 _ 
Ti 2i Öge dg + È TA zes 十 … (9-110) 


RK rh3eS HZ M A S Q, X Ja. Š 有朋 类 似 的 表达 式 。 
RE PR D g 9-108 FT ARRE, £ 
Qa Em Qs 8o do. ds, E) 
ERMAR XPH YE 33, MA 


82. a= S Aes ijo (9-111) 


H(9-110). (898-1115, $3 


EI . Ë "E rr g QT: rr 
gu 中 了 .中 e x 
OX, eT ge oq Á+ > TA Ôe, 
- Ors QT. OQ, B 88 
DP Y — Paess, 9-112 
(ge + = Oqa, AB n» ) gfo ( ) 


"M a, Öyi ?. Qui Oderp - 

Sg = X r Oger#  OQo Pis (9-113) 
s Af 0 S Dti Öğe CD 
Óg- zx( qo += PRAE 0d Jade 
3$(9-1125, (9-113)(& A Pa BEI ERC9-1095, dini 


-An s AGI Ae e) 


;Oi yi _ Oqe, 6. 
， M (ut s" —— = 一 + 六 
TYAN Dgo A Desh éd, 


"LATE d às. eg Num 
tiD (ELD LEAL. Pet Jua 
i > (Ss di Cqde.8 — Od, ) 17 


" .. 
> Qtt a g Ari Duh 
+ = IE iz pa >" ( Oqa | £ Agel odo 


4- F, X Ou Le Qu 27; 8. 


qo | 8-1 gs, ñ | eds Saa q.) 


£ si 
UC Qa 90.5 lağ = Ü 
Fi (A n Pga Oda ^37 
'g-114) 


Aa AU aka 


———- = — —— cue Tues s - s Tha 


S = S miä ++ B) (9-115) 
i=l 


SS S S pfe E-108 BB A p vd IRE da Aa 
的 表达 式 ， 则 


1S 
总 一 > > m mail $; ag? ES) 


XR, do S REA ğe | 
ke Š 对 独立 的 广义 加 速度 fo 求情 导数 HARK (9- 
1105, DU S 


£t Oger — Ode 


"NAT. c1 dili Gda +Ë ) 
H; ' + -一 二 -一 
t3 Oda 之 Oqe,. Os 


a f êz: £ zi — Oje,f l 
p $5 Lob Smp de. 9-116» 
TA de ë Əg n Öğe ) ( 


'ËZ ll AQ X J, JES 


8 ^ 
Qc =Q. + X Qeg 94:48. (g—1,2,-.,5) (9-117) 


Oo 
49-116), (9-117 4& A(9-114), (83 
à aS "Ll | _ 
EUG aN J8j, 0 (9-118) 
因 Bjs(o—1,2,--,5) 8 dt yb AS, do QO-118)8 ` 
r (0—1,2,.,85) — (9-119) 


Ji fR(9-119)3h JE Bp gb a p, Hob S E P, BJ et TE 
消去 不 独立 广义 加 速度 .46 所 得 表达 式 。 阿 沛 东方 程 的 数 
目 等 于 系统 自由 度数 月 8 一 mn 一 yg ， 这 些 方程 是 相对 独立 广义 
加 速度 q, y qi, js HJERTET 分 方程 给， 它们 联系 约束 方程 
《9-1087 便 可 求解 运动 。 辕 沛 尔 方 程 形式 上 非常 简单 ， 只 用 
一 个 闭 数 总 便 可 确定 。 应 用 阿 汪 尔 方程 的 主要 困难 在 于 列 写 
hnk HERE E ER S, 

阿 沛 尔 方 程 (9-119) 是 对 一 阶 非 线性 非 完整 约束 系统 建 
立 的 ， 口 然 适 侣 一 阶 线性 非 完 整 约 东 系 统 。 如 约束 是 一 阶 线 
性 非 完整 的 ， 有 形式 

fp 一 D Bs.) t Besh 
出 
Q, = Qot $ Qua Beute (9-120) 


刘 果 系统 是 完整 的 ， 可 以 证 明 问 沛 水 方程 与 第 二 类 拉 向 
BH HZ; FETHER +r , 
3x1 rH ES RHARD SERS t y t a g d MRSE 
a 388. 


阶 非 完整 的 ， 妈 


Qes = Gerb do das gss) (9-121) 
3b 2. DV TÉ A C9 7119) 83975 Fë, 
2. 例题 


0. aka H ERTE H Eok E E EEDAERESSE. 

NE: xx ERI EDLFa HS 21527 ot E Sz B] ER PE a A ao y TÉ. 
HIO EPIS c RIER AE EES, VPR FETEE XA #E 
ZB) El =E S n 35 M HIERA 24,382 2; 质量 为 ma, Dj 

S = më + ji 4-80) (9-122) 


现 将 S HIPR CO EIE RR h E yC aE IESS HY, 在 球 
DRAT as s k O NX V Z RAA 8 标 系 
QX,Y,Z, VUE SSERAERIEE J p PRE OXYZ, 此 二 坐标 
ARR IRURE BE Ac d OPE i, Jok, Z C 7. KI, SES SIBI 
IR] SA E 

c= Bibe, y =l, k 
a,=g it, B,—) J, y = J k 
a= Kk t, =K, ys Ke 
Si A A RAA HIWK hr fk H, TD hii, j, k, Ri Æ 
TU ANUS t n' AR, h, n' 317; CN, CN Zim 
HOApAGECI[H9-2 1， 我们 有 
i/—fn1cosq-rn'sing 
Tet bo Ji 18. + 
fi— $ cost -t f, sin qr 
PD n' WE) n 及 Kk, Ui A 
p — n, cos 0 + k sing 
t 3539 > 


并 将 n, ORAL, J 70000, 8 
n,— —i sinp + J, eos qr 
因此 
E=$ (cosy eog — sin pr sing cos) 
- 7, ( #ln ir cos p + cos ih sing cos 6) - K.( sin 0 sing) 
类 伏地 有 
J'=1,( — cosjrsmq — sinireosq eos g) 
+, — sin rsin + cos dcos qo cos 0) 4- K ( sin 8 eos qp) 
Kk! —i,( sinijrsin 0) 4- 7, ( — cos sin 9) + k cosg 
于 是 得 
G = eo8iicosq — sim ur sin g cos 0 
a, = Sin b cos o + osy sin qi cos d 
&,— gn sing 
B = — cos di sin p — sin jr eos p cos 0 
B, = — sinu gin g + cosy eos qp eos g 
B,= sin f cosg 


(9-123) 


y,-- Sin ur sin à 
y= — eos sind 
y, = cos 0 
EPUA mi Æ OX FZ" hp gn £i, mato EROR 
EEH RA z g 2, M 
z= t dibs + Pmt Yei 
Vii 484 T Eai tH Yati (9-124) 
z= z ++ as Pri Yat 
将 (9~124) 对 时 闻 2 RB ARE ER, [A Sinib 不 随时 间 变 化 ， 
TE 


e 390 ç 


$43 +G Bon Pga 
i= J 40,5 0 Dy Pabi 
š = Z + (t, + Dan Toys 
因 球 在 水 平面 X OY Lib. A =a (5 为 球 的 半径 Js AX 
Z= 0, ESE, JR PE BEF SE Et Z 


, 1. MEE .. 
S = Xm + @ S + Bon ha y 


TI +, + Bui Palad + (L S + Bn i t yE 21 
l.. » ` 1 epa na a Box 
=p (E+ Yt mit y lE mts 0, Zim 


+ Yi 22 ti) t 2G Q, miit Be Emni + y; Emba) 
+2(@ + op t Q BL) mE + 2( B, yi + Bs Ya 
+ EPa) 2ma Tik: 十 2( y, 十 Y ats 十 Va Z mát S: 
+(G@ du a) Tmt CEU ES ES) Xm 
TOR YS yi )Xmaics] 

E] 73 5J JR ER 3 

Zm £ i= Emib = Smatiti 0 
LE E 


中 "m. | 1 [31 
Emit = Zm m = Zm; E = > mi (B) a 0?) 


其 中 于 为 球 的 质量 。 于 是 
1 2 


1 " 1 a " " 
S = MO E y')t- E EB Ma*( à? + a, ost | 
TEST BSg 3-240 Y) (9-125) 


L a — Yl 2S EK BJ or Sb E FE PR Pa FF 2 PW Bg l yE EE 66 S, 35 
e 3231 « 


志 巴 足球 相对 奈 必 转动 所 表现 的 间 速 度 能 量 。 将 《9-123) 对 
时 间 求 山 次 呈 数 并 代入 (9-125)， 整 理 得 
S— MG PE 2 Ma (Ut gh de 
42g cos8 + 2 sin8( Yi- 6g —6p)) + 
(9-126) 
iL k Ep R Z MAAST SC JH YE FEE, 
UJ PS J ta (9-9), HI 
$= —&( p sin B cos r — 8 sinir) 
y= —e( b sinf sinp + 0 cosip) 
因此 
=el Ë sim + yh cos b — d sin f cos di— pô cos cosy 
+ pu sin 0 sim t 5 
j— —a(Ü cosy — Gs sin + sint sini + p cos à sind 
+ opu sinQcosii) 
Tx 
Ea und + 20 pab sin 8 
— 2d 63b si 0 + 2590 sin Q cos 0) 4- --- 
共 中 采写 出 之 项 不 全 广 尽 而 速度 。 将 上 或 代入 (9-126)， 得 
S 2 Ma? R 全 rz ju org? sin? -L Z4 t cos 
pis dp sin -1 åp sing — $jóp sine 
+ 2 p sin cos ?y (9-127) 
EE. RTIA 


La = Ma* =+ Ç ejsn8) | 


. 392 


T 


— = Ma ($. p—s . 9 sind + - T 
p (9-128) 
ca noi 
Og = Mua" (ZO T @sin 0^ y Peot 
—bsin 0 + pĝ sinQ cos ) 
IEEE FUÉ M qhi sk (x... RIDE TEE X Qu, 
Qs, Qo, Al 
oF g=- 2, gao—QiQe- 
他 zx 一 Jy ° Gy 27 — Qu Qs = Qo =0 
注 党 到 约 来 方程 (9-3)， 我 们 有 
Que = Qu 
Q e= Qo — Q.asinGcos b — Q,a sin 0 sini 
Qo — Q + Qa sindi— Qa cos p 


A IE 
Gy 一 0 | 
Qo=asing (SE cos ur + au sini ) (9-129) 
Q,——a cus sin J — Æ se) 


(9-128), (9-129 45 A ib ZR; fe(9-7119) $3 
-Mor (d+ pibsin0)= -a(i siny 
av 


us" cos 中 ) 


P-t def - sind 


Ma^ 59 tsin O+- 2 deos 6 — pÉ sin 9 cos 0 


. 393- 


| - 6 sin0)=asin0( 2 cos ein ) | 
(9-130) 
这 就 是 所 求 运 动 微 分 方程 。 | 
$312. 一 质量 为 总 的 质点 受 有 速度 大 小 为 常数 的 非 完 蔓 
£UW. deque 2| A x9 ias m e E. 
解 ， 质 点 所 受 约 束 为 {<9-9)， 即 


Tig pt] + 2 pteosz0 =O= const (9-131) 
Jos i Mbps EE BE Bt S 
S 一 — l mGP L jo B7 )- mas t ao! -- aet) 


Bahar, Go op AAEE d ihi pn ak HE, A 

Gr =Ë- r(8* + pb*cos*B) 

6577 Ü + 258 + 7o? sin oos 

Gp — rd cosd + 27 q cos 0 — 2r96 sind 
因此 g =- mi{(F -rpt cos*0 — r?) (rt 20 


+ ypt sin @ eog 8 )% + (eq coa 0 + 27 p cos 0 


一 2vq8 sin 0) 1 | (9-132) 
XRCOS-131)5 8g xbox £oK ER, RES 
LLL FF p60 
P rž peot 0 
Uit 

p 0 0 
E r*qoos*g ” 
ep _ sé _ 8 | au 


令 总 为 山 8 中 供 助 约束 方程 消去 不 独立 的 o BER GS s, DU 
88 | o9 | QS ey 
P ar un OT 

= ini (P — rg cos18 — 261) 4- (z cos0+ ipost 


— 2rq»ó sin) roos( 一 一 T F -) 


= y m pÅ n praa 2 To yy — P o» ) 
mi? pG* — ygi c0os*0 p 2-5 2? 6 tg0 | 


(9-134) 
eS oS , 88 8o 


r— € 


o0 að öğ o0 


== 9n [Cc 2*8 + rqp*sim Ü eos 9 yr T (rg cos 
+ 2 coa 0 — 2508 sin 0)r cos (- — 
v q cos? 


= mir + pip*sn cos 日 一 m + 2282101 


(9-135) 
XJA 
Q=, QoQo=0 
Qr =Q, + (Qo on. PT 
ë (9-136) 
Qo— Q + Qo 25 = Ü 
Fa dfi 4.27 £2(9-119)23 Hi 
$48 8, ER (9-127) 


= SYD * 


(9-134), (9-135), (9-136) A (9-137), 4 
P— 163 — rgreos0 5 d - 2 216 ig? 


M | 
一 一 二 全 (9-138) 


g^ Ü + rtp sin Ó cos 0 — r? $$ 2;*8*1g0 
= Ü 


第 八 节 广义 尼尔森 方程 


现在 我 们 将 完整 系统 的 尼尔森 方程 (6-15) 推 广 到 非 洛 整 
系统 ， 得 到 非 完整 力 学 系统 的 一 类 新 型 运动 微分 方程 。 

l. 茹 尔 当 原理 的 尼尔森 形式 

茹 尔 当 愿 理 为 (8-25)、， 即 


Elm 1; 十 于 ;3 r;— 0 (9-139) 
思 速 度 空 间 的 虚 位 移 定义 ， 知 


$ ər; 


25 8d, (9-140) 


87 ,一 


将 (9-1407、(6-13) 代 入 原理 (9-139)J， 我 们 得 到 


Ss ;.9T . eT No .0 EI 
Ae qs OQ, )éd; (39-141) 


xx pbi n4 sme Jb X. 
如 果 系 统 是 完整 的 ，(9-141) 中 的 ód. ELIR Y, 则 由 
上 比 得 到 尼尔森 方程 (6-13)， 
天 风 论 文 * 非 完整 力学 系统 的 广义 Nielsen E", 力学 与 实践 > 
1980 4:38 — 38, p61-p82, 


. 39G >» 


êP _ 
39。 As. 
2. JK EH O Shu lE = | 
1x 7] 2E AS Sf SECE EEG a sz RS) g T EZ BE 3E SE fe $8 yt 
fs (4s,05, $20 (81,2, "Ui 8—1,2,--—,n) 
(9-143) 


T —Q. (s—1,2,-,0) (9-142) 


设 雅 科比 行列 式 
(Fo sp fo 
afferret I v) ws: (^ " 9) 
E EE BT fe rh 
Åe = Qe BC ges Yr st) (m —1.2,-.8) (8-144) 
HA i E, HE dels. RIIS 


Ger = Gert gar o do. 1) (3-145) 
HE E HE H] ET HE DERE XEX, 有 
1 04. 6 
_ X E- - 
Ó e, 由 一 = ed, Oqa (8-146) 


将 (9-146) 代 六 原理 (9-141) 并 注意 到 6g, AED o£ 
的 ， 我 们 符 到 方程 


oT — eT oT 
5 — ~ d -一 一 
Qa + Bae — 0j; 十 ví 由 e+ 局 十 Əg., 0 
u eT ds. = ü (z =1 PNE 8) (3-147) 
I PNE ) Oo no 


l2; s n] 8j p E. I OD SR B 35 E Maggi) t f, 
现在 继续 变换 方程 (9-147 )。 
令 客 为 利用 药 束 方程 (9-144) 消 去 &e,a 而 得 的 动能 表达 
st, BU 
Fas jot) = T (gs, orgels, do ,$),3) | (9-148) 
r 397 + 


于 是 有 
a a oT @qe,6 9-149 
Ode OJo +% OQc..8 Öge ) 
2T 3g T rh: BIC9-144) WI X: deus H fii o C9-145) iB E 
s, 5 TENTE IX, Bi 


T (qs,do do =T (ga foshe gesdo st), 
Qa ess Qoo, 5), 0) 


OT 9T Q5 OT Em S oT Pleh 


一 一 一 LL 


od, s #7 POd..g ddso £ Odi.B — Ode 


oT oT |. ƏT erg Q4. ƏT djep 
Odo Jo ATi Öge, Fo — 471 Qed 09r 


(9-151) 
3:(9-149)$20(9-151 P AZ; £2(9-147),. 34148 S 
T > e? u $ oT [7 u o 945.8 
eq a " 9d. d Óq. a S Ode age ) 
_2 2T CU PNE ü (c=1 8) (9-152) 
A OgerB | Odo _ 
其 中 Q. = Q; + Qas Pesh 43-153) 
6-71 qo š 


方程 (9-152) 就 是 非 完整 力学 系统 广义 坐标 下 的 广义 尼尔森 
方程 。 

现在 厂 究 方程 (9-152) 的 特殊 情形 。 

(1) 如 时 系统 是 保守 的 ， 为 阔 数 为 上 ， 拉 格 朗 日 通 数 为 
L=T+U, RHS 


oh oT ,0U S U ed. 
-一 一 一 一 十 一 一 十 ————— —— 
adr Odo cr 4-1 Oqe.8 öğe 
oL eT | oU 
Oda. Cdo do 


L _ ƏT 
0G... 8 afes 

; / j 
.85 _ 8T , əl 


Oqa B ge + Aqel 
g= 2U 4 2U dur 
Igo — 47i geg Od» 
万 程 (9-152) 成 为 


一 = LL 


eL əb x eL (Bere ° dest Y 
eds Ode 471 dest 


一 9 n 9b L de == Ü 


| 一 1 2. 
di óqo.8 éd, (o i 3 ) 


(9-154) 
TRA, MME EAIRT qse4+8， 方程 (9-154) 成 为 


Oh gh t 2b (Sos a ies) o 


ğa Era 471 Oqe. e Oo go | 
(a-71,2,: -,8) (93-155) 


(2) 如 果 约 束 是 线性 的 ， 即 


. 5099 


; ? 
Geim go Bs 8. qa + Bed 


(8=1,2, 2- 8—mn— 90) (98-156) 
dud Bef 和 了 :6 是 广 兴 省 款 和 了 时 间 的 欧 数 。 我 们 在 
Piese = e Berhe OBerg. 
I ge >= Ode qv Og 


99a ~ BaB, (9-157) 


Pleb - 3 Bir iyt B,'*? 


de * 1 


g 
BiiüS- $C EB. in Yee P Boyi) 
E 十 £. YF 


2 /2B..Aa QB,.,.8, ) 
ptt Et E + 
ar > Q ge y EC Yi Oqe,y Ë +Y 


*— 8i Óq, 


(9-158) 
将 (3-157) 代 入 方程 (9-132)， 我 们 得 到 


oT off 2， aT » 
L +s 
Ffa Odo Qe EE QQ. B 


— 2 Pese M, gae —2 e 


; Bees (o1, z, SE] (98-159) 


t*2£ un 
(3) dnx £g MOM STK BJ ELO K RA P IRR BH] £, R 


数 Bertso 和 动能 了 都 不 依赖 于 qaa, T 
Bers=0, Bay Berko Q 9: 0 


2g, Ogg 
Berno OT 
ddeg 
方程 (9-159) 变 成 
oT eT 4 ər  &[(9B.g 
_ 9,7 — + — t | [| “— C £+i 
Oloy Oqa qv e Of, g wl 2qy 
— Pe gg, (g—1,2,--.,8) (9-150) 
qa 


(4) 如 时 约束 是 完整 的 ， 则 方程 (9-152) 3E Ek E, 215 A 22 
程 (9--142)。 

3， 例题 

A AmE AE 力 F= F l+ Faj 的 作用 rut 
面 XOY E RRRA 区 一 绾 (点 的 轨迹 的 斜率 与 时 间 成 
比例 )， 试 建立 点 的 运动 微分 方程 。 

f. 我 们 谱 用 方程 (9-152)。 点 的 动能 为 

T — mnit d) 


因此 T =m EE -F-943), T— om + f) 


F= mittiti), S m[ë + B+ 2491 


E y—tX, Bp S> + 2 


ox x 27 dy | oc 
2i 
=F — 
E] mE + £235 + 285) — mit Fu Pyt 
或 mitt] = F+ F y 


RAF J 题 


9-1 妖 第 一 节 中 鲍 2 的 平面 XOF 以 党 角速度 如 绕 轴 
OZ 转动 ， 试 列 写 圆 球 运动 的 约束 方程 。 

9-2 试用 末 辫 方程 建立 : Cl RATAJA PIS 
水 平面 滚动 的 运动 答 分 方程 ，( 323) 第 一 打 中 例 3 的 运动 局 分 
方程 ， 设 两 质点 受 力 为 Fus Fug) Fux) Fuy. 

5-3 斌 说明 第 一 节 中 例 4 不 是 查 浦 雷 金 系 统 ， 因 上 旺 不 能 
应 用 查 清 雷 爹 方程 。 

9-4 AAEH ES dz 7rEC9-81) E xz] ERIT ES AK F Hd E 
AHEAD Ea + 157] BE EX Ux.) 

9-5 iX FH pong ZF. PE EË SL f TI ES ga — FE Pu TE 8 xm 
题 和 的 运动 微分 方程 。 

9-6 AHA mIRE (8-75) 导出 该 问题 的 运动 微分 方 
程 。 
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